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En la primera edición de esta obra poníamos el si- 



g^iiente: i 









. 1 



: ^Al publicar el pi^esente tratado^ lo^haceasoba Bin/pareteoBÍOn 
de ningún género, y hemos tenido prinqpalíDei;ite por ohj^feo el 
qije pued^ spr^i» de texto pl.cpecidp iiJÍwerQ de aluiimp^, que 
concurren á nuestras clases detópogiTafia y dibujo topográfico,. 

»No siendo posible sin el estudio de las acotaciones, prome-' 
terse gifandés adelantos eñ el conocimiento de 'las operaciones 
topográáoftd,t créenlos que naejstra obra, escrüa cbntodo el mé- 
tpdp x claridad jque )noa Tte; sidoí posible, y enotoiíiád^ exclusív 
vapaenteá cpns^uiír dicho, obj^tp, está ;tl$mada & prestar ux^ 
servicio importante á todos los que en su3 C9.rrer,^s necesiten 
coiAO accesorio el estudio de la Topografía. 

»Los que ¿é dedican al dibujó tópográÚco, que hoy por si 
solo puede proporcionar á Ik juventud tina pósieitxn desahoga- 
dar, coitiD lo^^acsreditaíi los muohbs dkcitpulQstle ciíaestrseí^ «liaaesy : 
los cuales han completado su instrucción en bt^ve tíepipoi <tís}:i 
frutando en la actualidad crecidos sueldos, necesitan para ser 
dibujantes inteligentes el estudio de los acotaciones, en donde 
tratamos con la conveniente extensión cuanto tiene relación 
con la teoría adoptada para la representación gráfica del terre- 
no, pudiendo después dedicarse con todo conocimiento al des- 
empeño de la parte artística del dibujo Topográfico. 

»Para conseguir este último é importante objeto, tenemos 
el placer de consignar aquí, que $stá ya concluida y empezará 
inmediatamente á publicarse una excelente obra titulada JEs- 
tudio completo de dibujo Topográfico^ debido ala laboriosidad 
de nuestro apreciable amigo y comprofesor D. José Pilar Mora- 
les, y que puede considerarse como eí complemento de la pre- 
sente. El método y claridad adoptados por el autor, que goza 
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de una justa cuanto merecida reputación por sus extensos cono- 
cimientos en la materia,' la esmerada ejecución de las bellas lá- 
minas que la acompañan, unas perfectamente grabadas en ace- 
ro y otras en piedras con colores, ,^hr^2^ndo cuanto puede ne- 
cesitar el dibujante por' los diferente^ feí^emas que establece y 
expone por completo, son circunstancias que dan á su publica- 
ción el mayor interés, hoy que esta clase de obras es de indis- 
putable necesidad en España . » 

El presente tratado es la primera obra en Espíwa? qisi^ 
cumple con la condición de exponer esta ciencia con la 
ext^t^on y claridad que requiere para^^us muchas ^ apli- 
caciones^ ala Topografía. ; -' .• ; ;; 

Escrita para que sirvlat de intróducéioñ a! Trálado'coní- 
pleto.de Tpppgrafxa y al Curso Elemental de. l?t misma 
que teísmos, pub^oados,, no.puedep. cpasv^lWse 109^ frato- 
estos libros^. sin el estudio del presente, pues «fuadááidoee- 
en lá dí)^trina' de este los oonoeimlien'toíf qae' «inbierr^n 
aquéllos, hay ñecé¡&idad de citaf (ióiítinüamenté loé prin- 
cipios que contiene. . ' . '. .! 

Acotada l?t primera edící(^n^ ppr étíayór.quei e^^^ 
CD la ha disíxwsado, , ,he?aos. beclto, v^íi^is ,wirri^oQÍoa*s. y. 
mej(Mtfas en e&ta degui^ia edioiony quei espi^ramoeiofoteng^ 
la imisiüa' acogida favb^able; ' > :. . 
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PRECIOS. 



Tratadlo de las Aeataeloncs. (2.* edición.)-- 
Un tomo en 4.^ en rústica. Consta de 53 pág^inas y 8 
láminas con 106 figuras, hechas con todo esmero. . . . 

Tratado de Topografía. (2.'' edición.)— Dos 
tomos en 4.® en rústica, cada uno con su atlas por se- 
parado, compuestos de láminas perfectamente dibu- 
jadas y litog^rafíadas, á saber : 

Tomo 1.^ PlaDÍiBetría.->Consta de 747 pág^i- 
ñas y un atlas que contiene 56 láminas con 751 fi- 
guras *• 

Tono 9.° IVtvelaeioD.— Consta de 354 páginas 
y un atlas que contiene S4 láminas y S55 figuras . . . 

Curso elemeotal de, Topografía. (2/ edi- 
ci0Q.)>-Un tomo en 4.° que consta de 286 páginas y 
14 láminas con 292 figuras perfectamente dibujadas y 
litografiadas 



Todas estas obras se hallan de venta en las principales librerías y en casa 
de los autores, calle de Toledo, núm. 59, cuarto principal, Academia 
preparatoria para todas las carreras, especiales civiles y militares. Se sirven 
los pedidos de provincias á vuelta de correo, remitiendo el importe antici- 
pado en letras ó libranzas sobre correos , á favor de D. Isidro Giol y Sol- 
devilla. 
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1.* Un número encerrado entre paréntesis, así (25), da á conocer que 
la materia de que se trata eslá fundada en lo dicho en el párrafo 25, el 
que se deberá tener presente para la mejor inteligencia. 

2.* Las citas de Geometría se refieren á la octava edición del tratado 
de Geometría elemental de D. Juan Cortázar, y en su defecto á cualquiera 
de las posteriores. 



lilíi'v.'' '.,{'■/•'<: o).\ .V' "/ií.P. 



.r:»::).í;i'í 



.» I, í» H< 






1 (■ 



it: •. « 



1' ' 



■!í. '-■^*.i".< > i '»"' c>í> :. ■' > 






' 1 , 



. M 



i," 



.1 , v: 



',! 



-...^!M.. 



• r'í I !',' 



•1 . 



1- 



í, ' • 



• r 



1 f 



!»•• 



>h • -T? .'».** " '"í ••/•-?;.'. 



' 1 r 



i »' 



»•! 4. 



< . f. 



r 






I ,í 



■ >• 



) . ^ 1 1 1 . . t .••■'' 



.♦,W' / <« 



>• A'r< >./, 



• í' 



. :-.i 



i. ' i 



\ .■ 



<>- ' " :".j 



i . 



>•,! : . !■ . ■• •, .! 

H. ) í I. •: • . :;'■ . 
•I / ."I v • I' ' 









í 



I 



-;l 







)i¿¿tSécma^ 



geometría descriptiva. 



SISTEMA DE LAS AGOTACIONES 



-•-1- 



1. El sistema de lai acotaciones ó de \o^ planos ücotados, es 
la parte de la Geometría descriptiyst, que tiene por objetQ la 
representación de los omerpos sobre un solo plano. 

Siguiendo el sistema de las proyecciones^ la geometría des- 
criptiva consigue esta representación, refiriendo á dos ó tres 
planos dados de posición, los distintos puntosideque consta 
la superficie del cuerpo de que se trata. 

Modificase la posición relativa de estos planos^ haciendo 
que se confundan en uno solo, en elcual se resuelven muchos 
problemas de la geometría del espacio, intereisantes por las 
aplicaciones que tienen^ tanto á los proyectps de obras de ar-^ 
qtiitectura y máquinas y al trazado de los caminos y canales, 
üomo también á la representación de upa porción de la super- 
ficie terrestre y á todo lo que tiene relación con la ciencia del 
ingeniero y del geómetra. 

2. ' £1 sistema de las acotaciones solo considera un plano en 
•el cual se representa la fíguxia^ posiciolS^; dimensiones de las 
diferentes partes de un cuerpo cualquiera y se resuelven los 
"problemas á que acabamos de referirnos, pudiéndose además 
^construir en el espacio el cuerpo representado en el plano. 

Despr¿ndiefie;de Jo dichq, que ua cuerpo quedará determi- 
liado cuanda i hayamos oons^e^ujldQ representar la posición de 
todos los puntos que componen Siu. su^^rfície.^ Daremos ¿ cor 
ikboer, por lo tanto, la manera de determinar un punto situa- 
do en el espacio, valiéndolas pari^^eUo de un solo .plano, para 






pasar á la determinación ae laráTiüéas^^^ ^Üiígi^ciéAYi'esolver 
los problemas de que hemos hecho, mérito en el pármo ante- 



rior. 



DEL PUNTO. 



. \ ái'conaidersi'mos íin:puutoT ifigri.^) del espaciqydsesi- 
de él bajamos una perpendicular Vp al plano horizontal M N, 
el pié p de esta perpendicular se llaniá \^.proyeccio7i del pun- 
to P sobre el plano. La linea V p es la rectu proyectante del 
punto P. La longitud' deesta proyectante sé refiere á una uni- 
dad lineal determinada, y la relación numérica que entre am« 
bas lineas existe, es Ib, cota del punto P. Suponiendo, por tanto,, 
á Pjo=7,4, tomando siempre por unidad el metro, direnios.que 
la cota de P es 7^ ,4y' el punto del espacio, alcual se refiere,* 
quedará completamente determinado por su proyección p (fit- 
gura 2) sobre e! plaño MN y el número 7,4 que espresa su 
cota; 

Para fijar en el espacio la posición del pirntaquéacabamios 
de representar, bastará levantar en p la perpendicular al pla- 
no y tomar sobre ella una magnitud iguala 7m,4. 

4. El plano á que se refieren las cotas de los puntos que se 
quieren determinar, se ]\^mK plano de comparación. Se Ije su-»- 
pone generalmente horizontal, por ciuya razan las proyectan- 
tes de los distintos punidos que se han de considerar: son rec- 
tas verticales. En un problema cualquiera de acotajciones se 
supone además que el plano mismo del dibujo representa el de 
comparación, que acabamos de considerar en el espacio. 

5. Si tratamos ahora de hallar la diferencia de alturas, de 
dos puntos M, N, (fig. 3), situados por encima de un plano 
de comparación P Q, ó debajo de él (fig. 4), hallaremos su» 
proyecciones sobi*e este plano y la diferenda 'N tí/ de las lon-*- 
gitudes de las proyectantes seíá la' longitud de la diferencia 
de altura de los puntos dádóé. Si las cotas estuviesen dada» 
huméricamente, la diferencia que se btisca> peri* la de los nú- 
meros que espresasen dichas; cotas . 

Está diferencia de alturas ^é llama también á^niüel ó dir- 
J'ereñcia tfe Hivelie ios puntos dados. 
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Suponiendo que sea N^=10m,,y Mm == 7m, resultará, 

^ • 

lo cual nos diee que N está á 3m de altura sobre M.(fig. 3) con 
respecto al plano 4e comparación, y que N (fig. 4) está 3di mas 
bajo que M, con respecto al plano citado . 

En vista de lo expuesto, podemos establecer los principios 
siguientes: 

1.° Cuando dos puntos están por encima de un plano de 
comparación, la diferencia de las cotas, de dichos puntos re- 
presenta el desnivel que existe entre ellos y el punto de cota 
mayor es el mas elevado ó inas distante del plano. 

2.® Si dos puntos est^n por debajo de un plano d'e compa- 
raciop, el desnivel es también la diferencia de las cotas y el 
punto de cota mayor es el mas bajo 6 mas distante del plano 
de comparación . 

3.° Si uno de los puntos es superior y otro inferior al plano 
de comparación (fig. 5), su desnivel equivaldrá á la suma de 
las cotas. Si, por ejemplo, tenemos Mm =^ lOi», y N^ = 7m, la 
diferencia de nivel será: 

Mí;^-f- N^ == lOm + 7m = 17ni. 

6. Cuando baya qne considerar varios puntos cuyas cotas, 
referidas á un mismo plano, sean conocidas, se hallarán las al- 
turas relativas de los mismos, comparando sus cotas respecti- 
vas dos á dos. 

Así, si tenemos tres puntos A, B, C, sobre un plano de 
comparación y las cetas respectivas son 7,5; 8,7; 10,6, referi- 
das á la unidad que hemos establecido, deduciremos que A está 
mas bajo que B la cantidad 8,7 — 7,5 = 1,2 y mas bajo que C, 
10,6—7,5 = 3,1. Que Bestá l,í mas elevado que A y 1,9 inas 
bajo que C. Y finalmente, que C está 3,1 y 1,9 respectivamen- 
te mas alto que A y B. 

7. Si conocidos varios puntos M, N, O, (fig. 6.) referidos 
á un plano horizontal que representaremos por P, el cual está 
situado en la parte inferior á ellos, queremos referirlos á otro 
plano P' cuya distancia al P, contada en Sentido vertical, es 
conocida, bastará añadir á las cotas dadas la distancia mm' de 

. los^. planos, si el nuevo F es inferior al P, ó restar de todaiS 
ellas la cantidad constante mm'' &i el puevo plano P" es supe- 
rior al dado . 
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En el caso de que el plano P (fig*. 7) fuese superior á los 
puntos dados, será necesario restar mvn! si P' ha de estar por 
debajo de P, 6 añadir mm" si P" ha de ser superior á P. 

8.- Cuando se tienen que considerar varios puntos, entre 
los cuales hay unos que están por encima y otros por debajo 
del plano de comparación, las cotas de estos se deberán consi- 
derar como negativas y en tal concepto deben entrar en los 
cálculos que haya que hacer para la resolución de los proble- 
mas. Es, sin embargo, mas conveniente, hacer que el plano 
de comparación pase por encima, ó lo que es preferible y nos- 
otros adoptaremos, por debajo de todos los puntos; con lo 
cual todas las cotas serán de un mismo signo. De lo contrario 
hay mayor exposición de cometer errores en la resolución de 
muchos problemas. Se coiñprendé que siempre puede satisfa- 
cerse la condición á que acabamos de referirnos, para lo cual 
bastará añadir una misma cantidad á todas las cotas dadas ó 
restarla de ellas, según los casos que hemos considerado (7). 

Si tenemos, por ejemplo, las óotas de la (fig. 8) 

x\dJ = — 3,1; Bí=— 1,6; C¿;==4,5; D¿=*:a,6; 

referidas al plano de comparación P, y queremos que el plano 
g^uxiliar P' pase por el punto mas bajo A, bastará añadir á 
todas las cotas la cantidad 3,1; con lo cual todas resultarán 
positivas. En efecto, tendremos: 

Cota de A = —3,1+3,1 = 0, 
Cota de B = — l,6-{-3,l = 1,5 = B¿'. 
Cota de C = 4,5 + 3,1 = 7,6 = Ce'. 
Cota de D = 3,6 + 3,1 = 6,7 = D<f . • 

Si quisiésemos que el plano pasase por C bastarla restar 
de todas las cotas la cantidad 4,5, que es la cota de C, y re- 
sultarla- 

Cota de A = —3,1 — 4,5 == — 7,6. 
Cota de B = — 1,6 — 4,5 = — 6,1. 
Cota de C =4,5 — 4,5 = 0. 
Cota de D = 3,6 -^ 4,5 =— 0,9. 

En este caso se puede prescindir del signo negativo cotnun 
á todas las cotas; pues todos los puntos quedarán á una misíná 
parte del plano y pueden considerarse aquellas como positivas 
sin inconveniente alguno. ' ' 
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Cuando el plajio de compajacion tenga que pasar por de- 
bajo de A una cierta cantidad^ 10 metros por ejemplo, añadi-^ 
riónos ¿ todas \m cotas la sunm 3,1 -f 10 =^ 13,L 
Insulta de. lo que^apabamos de exponer: 
1.^ Que piftra hacer que el plano de compawusion pase por 
el pninto más alto 6 más bajo de varios que son dados por sus 
cotas, basta añadir á todas ellas la de dicho punto tpmada con 
signo contrario. 

: 2,° Que si el plano hsu de hallarse cierta cantidad por de- 
hj^ del punto menos elevado 6 por encima del mas alto se 
añade 4 las <x)tas el número que resulta de sumar la de dicho 
puoto con la cantidad dada; tomiadas ambas cantidades con 
signo contrario á la cota del punto. 

' ,£n el caso de. que fuesaí absolutamente necesario que e 
plano de comparación pasase por un punto determinado, dual- 
quiera^ pueden referirse al mas alto ó mas bajo, como acaba- 
mos de decir, ejecutar U ^peracian ó resolver el problema de 
que se trate y restar después de todas las cotas la cantidad que 
Imbiamos aaadido; Debe tenerse presente que las adiciones y 
sustrA^cioQ:^ á que ahora nos r^rímos son operaciones al^é* 
bncas. . 

DE LA RECTA.. 



* 9; La proyección ad (ñg. 9) tle^^ia, recta es la íécta que 
pasa por las proyeccÍTÍhes de áus diferentes puntos. (Geom. 58). 
10. De esta definíjciou .m deduce, que. la, proyección c de un 
punto cualquiera C de una recia está en la proyección de la 
mis^a:TñUa. 

I Uv ; En; el sistema de cuyo .estudio tíos ocupamos^, tmes red^^ 
M determina por laa.p^oyeeéimes y las cotas de eos desm 
puntos» . .. ' , ' 

: En efecto,las proyéceioñes' «% p' (fig.: 10) sobre el plano 
P Q y 'los* cotfla JMÉpectii;aa4,0 y 7,0 sirven para hallai) kt. ^- 
dcídn de dos putiitós A, B (d) del espacio, que iMustoa p8TOí4^^ 
itermimMT: la dd lajrecta qUe j)aaa' por ellos. (Geom. 5. Axio* 



•j 



tEliplano.áe. Ja^.proyectantes^ Ad, BA (fig./9) de loa puntos 
A y B, en el cual están la recta A B y su proyección ¿4 í , es 



perpendicular al de comparación (Geom. Teorema 141) y se 
llHmsk plano proyectante de la recta A B. 

12. Si la recta dada A B (fi^. 11) es horizontal, todos sus 
puntos tendrán la misma cota y será igual en magnitud á su 
proyección sobre el plano da comparación. Quedarii determi- 
nada, por lo tanto, por su proyección «¿, y la cota cómun á 
todos sius puntos. ... 

13 . Una recta vertical se determina por su sola proyección 
que es .un punto, puesto que dicha recta es perpendicular al 
plano de comparación y todas las proyectantes dé sus puntos 
se confunden con la misma recta* Si se tienen que considerar 
varios puntos de esta vertical, se escribirán sus cotas aliado 
de la proyección común á todos ellos. 

14. Cuando dos rectas AB, A'B' (fig, 12) están situadas 
en un plano P perpendicular, al de comparación, este será el 
plano proyectante de ambas, (11) el cual en su iaterseccian 
con Q dará para ellas proyecciones a ¿, a' V situadas eá una 
misma irecta. * 

Se representarán, pues, estas rectas. por sus proyecciones 
áh^a! V (fig. 13) situadas como acabainos de decir en una 
misma recta. Para evitar la confusión á que esta circunstan- 
cia podria dar lugar, se acentúan las letras que designan las 
proyecciones, ó los números que maircan las cotas de los pun- 
tos que determinan una de las rectas dadas. 

15. La proyección de una recta limitada se indica seña- 
l?indp sus extremos como en la recta M (fig. 14);. la N es limi- 
tada en un sentido y la.P ilimitada en'amboSf , 

ESCAIAS bu LOS PLANOS ACOTAMS. ' " ' . 

• . ^ • . • ■ , • . ^ ' » . 

16. La distancia entre las proyecciones de dos puntos, ólo 
jque es lo mismo, la longitudqtie corresponde á la proyecbion 
de la recta que los une, se refiere <á una escala que siempie 
acompaña al dibujo y se llama la escala del plano. ■ > ' ^ 

La escala ordinaria dé partes * iguales es una recta trazada 
sotare una; regla ó un papel coü varias ' divisiones pa^ pód^ 
expresar en partes más pequeñas lá únidiid y -apartes de la 
unidad de cualquiera medida. Tal es la recta LK (fig^ 15) en 
la cual la parte AL está dividida en . 10 partes iguales, por 
ejemplo, y las AB^ BC, GD.-... tienen la mfema longitud 
que A L, • ^ • • •. '■ - • i -í ''..•:• : 



' Si se -establece que la ma^nitijid AL expresa 10 meíros, 
las partes Al, A2, A3... 'expresarán respectivamente uno, 
"éod, tres... metros y así aucesivatmente. Es evidente que:si se 
quiere expresar, por ejemplo, una medida de 38.meteos> estase 
^«ndrá en la parte D8 déla escala. 

' * ; Así diápüeata^ suministra dos grMos de la progresiondó- 
/cupla,'estd e»; alas decenas y unidades, 6. las centenas. y de- 
<5enas, 6 los millares y cfenteaas.....: Hay otra di^oaicionde 
la escala, en la cual presenta tres girados- de la misma progre- 
sión,: esto "üs, ó lasi decapas, unidades y d^^pimas de la unjudad, 
'é los millares, centenaáy decenas....' E^ta escala sq construye 
Kleiniiodo siguiente: ' • i 

Sobre las mayores «divisiones DC, GE, !EH..... (fig, lé):dela 

iesctlá órftináiiá, se forma© losrectáttgulo^ DA, ^E, EQ.... de 

una misma altura arbitraria; la altura BD se divide en JO 

partes iguales, y por los puntos 4e división M tiran paralelas 

á DH que también lo serán á BG. Se divide también la A. B 

-en- 10 |)ártes iguales cqixK) yá la está la D C. de la escala * ordi- 

-iiaflriayse unfí, cada punto de; divisípin de 1^,0 Pá peirSfir dq.C 

.4Hín el iamediato derla Í3q.ui0rcl.afen5Ía'A;B>. :;.; -, 

i , T Coaatifuidía'ást-la. eaeala, tejíame , el ^^épigplq P^C ; ?^ pl 

-Qutal laAipatrakrlasála base PA '^erání pctrt^ p.Uci^ptas.tl|^,^sta 

base^.;^ cada uña [de ellas tepr^seiitará tant^. d^ciiQf^ partes 

-de 'PA como espresa el número i^scFÍto ala izquierda 4^, la 

paralela á DCen la cual se eucu^njbrffc la fraccipn.ó parte 

-de etiya; magnitud nos ocupamos. Se^ «»«>, .por ejempla,. esta 

--firaccion; ten^^emosí , 

^ mii ; P A : i :• C?^ : C A ;; pero CW : C A. ; : 4 : 10 ; lueg^o será ' 
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■ ■■■■-■ ■•'■ •■■ • ■ ■ .■-, • -. ' ■■;.4 .: ,■ ; 
ía» : PA : : 4 : 10 ; de donde mn PA. 
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Por tanto, 'si D O espresa.lOOt ntetrosy Qi €|sparesatá lO.me- 
áírós y entpnces las défciéias de P A.serálí metros yupn, .vaWrá 
4 metros. ..... . .¡ :;.: .m...; 

- ''rA^ como hemos dispuesto la escala para la. pro^Sreaio^ dé- 
J«upla,:se coiliiyreii&rfáaiiintotequ^ |>odria est^bteoeta&i pura 
*^ otra pfogaréaioB: cuAlqtúe«»! j2. lacda^fltrueoioü , sena: la.ioi 

éóld^ariaiia laTQlaoionde \m to&gitudd&de las distintas par<- 
^.cleB'delaésc«la...n ;•• •• ■-' ''i. '¡ -> : ;.. : ^ ;,-;;.;• í».\i,., • j^{i''\' .^r 



Con la escala qu^e hemos eiisefíado á construir se pueden, 
resolver los dos problemas sig^ienteá: 

17. 1 . ** Tomar en la escala léTU» mágniíwd duda, 146 metr^ 
por ejemplo. 

Para esto tendremos presente que las centenas están con?- 
tadas de C á H y las' decenas de C á D en la escala ordinaria^ 
y que las unidades se cuentan en la linea D B. Se buscará por 
lo tanto el punto L, intersección de las rectas que. parten de 
los puntos señalados con los números respectivos 6 y 4 en Ito 
divisiones de las unidades y de las decenas; sé fija en L uímí 
de las puntas del compás y la otra en I, intearseccion de L ^ <;ain 
E F que marca la primera centena. La abertura dé com|)éfe Lf 
es la longitud pedida- En efecto, ella se compcme-de «I que es 
ig^uai á G B ó- loo metros j a o que rale 6, y » L igual á G4 qi*e 
vale 40. - ' ■ • »- 

18. ^ 2.** Api*ecmr m f artes de escaZa la l^ngUtid de una res-^ 
tadéda: '■-''' "'■ -• - ^ 

^ Se toma ésta magnitud con el compás y se llevai á la esca- 
la haciendo por tauteos que süfe puntas coincidan con dos pmt- 
tos de división situados ^n DH ó en una de sus. paralela». 
Pillea disminuir ^1 nútíJei^de los tanteos^ se deberá ieolo'(5ar el 
^stmípás primeramente dé manera que'uüá de las putrtas testan- 
dí6 en uiio de los plintos O, B6 H..... de división de las cen- 
tenas^ por éjéiliploen E, la otra raya á paraiMentre" C y D. Si 
1*0 Verifica en un punto de división, «por ejemptó -el:4> eñ este 
caso la magnitud de la recta sérá de 140 metrós-^Sila/segtiii- 
da punta cae entre 4 y 5 se irá corriendo el com/pásbifiia añil— 
bajb^astaque e^tanio upa punta en I, por^ejenjplo, la ptra va- 
ya á parar al punto L de la misma paralela k la C t) éñ que se^ 
encuentra I. Entonces la magnitud buscada será de 146 me- 
tros. *'■";" '-'^ ' '" ■•'■ "" •'■'■' • -'^ ' '-''- 

19. Ya hemos dicho ( 16 ) que la distancia entre las proyec- 
doiies dedoQ-puiiila^se aprecia en ^a éáctílárdel! plano ( 18). 
liádüevencia <de altura &'déÍ3nive])iAe Jtds aBÍa»HM9 por la 4ijfe- 
rencia de sus cotas ( 5 ) . '-.':: I 

' Pftrtf tei^sdiieioyidealgdnos pn^aíieHiafi'SéaaeceBita apre- 
^i^étdtiukias vdi^tífcii^s y püedetserlnAft»^ eor: ge&i^ml, 
apreciarlas en (la i^isma 6 enláJSeceiúp ^calA.< iQvmaáq se-.cree 
'mméüímie^U ek^k draltáná éBonidiipteide^lat&ejkiaíd»- 
tancias horizontales y suele ser 10 veces majara' Eni alganoa 
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prpblemiis es mdiippeQttableTeflerir á la midn:ia escala todas las 
magnitudBf taato faoprizontalóa como Viertiealeis* 

20. Aplictíéion demna recta al plano ck amfioracwfi. Si 
hacemos girar el plano proyectante de una reeta A B (ñg. 9] 
alrededor de su proyección ¿í ¿, las proyectantes Aaj, B 5, des- 
cribiídn eñ'«ti mbvimiefnto pianos perpendiculares al eje áJ ¿ y 
en.to4,a(S sus posicioüjg^ s^ poi^servarán perpendiculares á es- 
ta recta. (Cuando el plano proyectante se confunda con el de 
copapa^aci?p*,tp.mbi^.l.^ A ,B se hallará en este plano y enton- 
elas 3^ dice ¿ue la r^cta se^ ha aplicado al plano horizontal ó de 

comi}'aíaci¿n.' J^', \..' , / .' . " . 

,,^^t^ pcLra fifeíiHdr tadplícacion de una recta cualquier a al 
^S>la^ de compqrdoío^l se Uvmtarári en el plano del dibujo 
perpendiculares a la proyección a b desde dos puntos cuyas co- 
tas se conozcan; se tomarán en estas perpendiculares a partir 
de ellos las magniPuídes^Ue las cotas respectivas indican, apre\ 
(fiadas en la escala previamente asignada para las verticales y 
contó cual se ít/ibran obtenido las proyectantes de, dichos pun- 
tos. X(í recta <¡%e une los, estrenos de. estas proyeda^ntes es la 
A'B aplicada. 

PROBLSIUS Df US SBGTAS. 

.' :; -.. .- . • "J 

22 . Hallar la distaUtcia entre dos puntos dados ó la ver da- 
j^fíí img\^tu(i4e u^A rectf^ Hfnitad^j cíopocidas Jas proyecci^ 
nes ylasfof'^desus'^mtóseptrfii^^ 

., ,, ResQlugtoVf fit^car ^e aplica la recta al plano (21) toman- 
do, la» iQ^g^ftl^des. de sú^^^ la escalare las hori- 
kontales^dpí^di^igó^j^^ jongitijd de Ift recta aplicada se apre- 
cia después en la misma eso^U ( 1^) i . . ^ 

Si esta es pequeña, puede construirse el trapecio en otra 
escala mayor, que germita apreciar mejor la magnitud que se 
busca. ^ ¡ 

Resolución numérica.— Consideremos la recta A B (fig. 17) 
aplicááS ár pM'ó. Yvánm pi>t A la AC paralela á a6, el tiHán- 
gulQ rectángulo Á B^ü íLará ^'^'' 






vAQ ^ 0P)|o^i^iiíe|r(:[^{q)¿e,#^ hall]^ apqecian^o ^n la escala ^e 
Aa$t llM^Í2QiHaifS'4el:di)lKÍij9i! }^ ifijBf^itj^^ ^M iprpyeccioB ^i 

2 
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dada, y B G es la diferencia de lasbbtais, qaeise obtiene pof 
una simple sustracción de los númerosique las /eliprefisn (&)*/ 
Ejemplo. Sea A G = 36 metroft enda* escala del i dibuio y 
BC=s= 15,6— 73= 7;7; tendremos: : • ; i i. 

AB=^i/36* + 7,7* =1/1296 -+-59,29 ?-:J/;.135^29;»^.3Mí-; 

23. Dada la proyeccÍQ7i d (8g. 18j de w'pfUnUnim^ó'ek 
una recia dada, hallar s%i. cota/ 'y ' ' ' ' ' '' '*' 

Besolucion gráflóa.— Se aplica laVééta, y létantiítíído en ¿í 
la perpendicular ¿D, esta será la cota deí punto í),'cüya mag- 
nitud se apreciará en la escala de las verticales *dél áib'üjq. 

Besolucion numérica.'— Hecha la mistná conáti^úcqion,' ten- 
dremos los triángulos semejantes' A ÉD, AGB,' los cuales * 

darán: ' ""' * ' • - -^ • • - >..•-' V.-^o^;v^^.•^. ,;,... 

.AE íED.: : AC : QB-M'.;. .■.-.,. ,. > .-V . ..•>> 

y si suponemos que es AE = ad = 15^ la ^ distancia éñjré la 
proyección dada y la del punto ide cota meiíor; AC= áb= 30; 
y BG = Bí -^ A¿?5= 15,6 — ' 7,9, la proporción [á] se coiiver1;iíá 
en la 15 : ED ; : 36 : 7,7; de donde '^' '" ' 

..: 15ix 7,7' 'líS^'./-; • 
ED = = = 3,2. 



Por otra parte, la cótá que se pide es í)¿=^fe ^''Kf^) y '¿óimo 
se tiene dE = Aa == 7,9, será D¿ = 7,9 ^l iS,?^ l^í^Ví ;^ ^ '\; ^^^ 

Si naneamos en geneíal í'á íá cota niáyói^dé'lás dáflas y c 
á la menor, Xá la prbyeccípn ^í di^^ra 're^t^'d^^ lá dis- 

tancia dé la proyección dada á^ la clet punté '*to^ cok méiíof' y 
a? á la cota que §e busca, se tendrá ^"'í ''' ^'' '■' ^- '^í" *^''^ 

. .,- ... ,..,. . ic-rrcjl. ,..., ;, ; ,, „ - , 



1 < . • 



L , 

conocida, hallar la proyección dé eijl^jpfifft^., ^ rj v ->: > - j 

Resolución gráfica.— Se aplica la recta, se toma en lá es- 
cala de las verticalesla xoAgjpLiti^ ^Bí(fig. 19) que representa 
la cota dada y se lleva dé ¿ á É en la proyectante del punto 
inas alto de lá réfeta. Ptíl< Ése tira láíBD'tíi!í««lélft 4 ¿í, y su 
* !nteifsecci'ón:D có¿ AB *e!r*él jiunto'^'laiteeli'^üír it*toeíla 
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cota dada. Proyectando este punto sobfe a 6 se tendrá la pro- 
yección d, que se pedia'. «^ 

Resoluciotí nuBOférioa.,— Despejando ? en la ecuación [1], 
para lo cual haríamos én ella ¿ =¿: « y a? = V, cota dada, se nos 

convertirla en c' = (: + ^; y tendriáioios sucesivamente: 

L 

Z = rr. 

. C-C ^ '/ .' . 

Si se tiene <f = 12,3 y Jos otros datos tienen los mismos 
valores que en el problema anterior, resultará': 

( 12,3 - 7,9 ) 36 4,4 X-36 158,4 

e = ■ — - = ^—^ = j= 20,6. 

7,7 7,7 -7,7 

f • 
I ■ 

25. Hallar él ángulo que una recta dada forma con el ho- 
rizonte. 

Besolucion ^á£ca.— Se aplica la recta al plano decompa- 
ra,CÍon y tirando por A (fíg. 20)1{^AQ paralela á ú(¿, .el ángulo 
BAC será el que se pide. \ , . 

Resolución numérica.— Trazando desde q1 punto A de la 
recta aplicada, con un radio ad igual á la unidad, el arco df y 
levantando en tíT la ¿¿ perpendicular á AC, tendremos la pro- 
porción BC : CA : : ed : dk.\ pero BO fc=C — c; AC = L; ed es 
la tangente trigonométrica del ángulo BAC ó «t, y A¿la uni- 
dad: sustituyendo estos valores en la proporción anterior, se 

C-c 
convertirá en C— c : L wtang. w : J; ele donde tang, m =— . 

■ ■• '' *■' ' ' '•■/ • ■'•• ■ -' •• • ' ■ ' "L 

Esta fórmula nos dice qué l(t tan^'erité del ángulo que una 
recta forma con eV horizonte^ es la razoií deldeinivel ejiire sus 
puntos extremos A Id pró'ifeccion dé la misma recia. 

Si tenemos, poi* eJem;plo, G r- ¿r=^15,6 — T,$ =^'7,7 y ¿ti =¿36 

7,7 7? • . 

veT&tang.m = — = — = 0;21388. Buscando • eti uña tabla 

36 360* ■'- ^^- 



«I \ X 



1. 
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de lineas trigonoinétricas naturales al arco ¿que qstatange^ib 
te corresponde, hallaremos m = 12** 18'. 

La relacioa 0,21388 tcwa también el noiQl^ire de inclifmcion 
ópendieníe de la recta y es^ como acabamos de y^r, el cociente 
constante queresulta de dividir el desnivel entre dos puntos 
cualesquiera, de la recta, por. la distancia entre sus proyec- 
ciones. 

Llamando p & esta pendiente, d al desnivel C — c de dos 
puntos cualesquiera de la recta y ¿ á la distancia entre sus 

d 
proyecciones, tendremos la igualdad j[?= — [2]; de la cual se 

c 

puede deducir el valor de cualquiera de estas tres cantidades 
cuando se conocen los otras dos. En efecto, de la ecuación [2] 

■ . • • : d 

resulta d = jo í [3]; y de esta» i =» t*.- [4]. 

P 
26. J)ado un punto (a 7,2) (fig. 21) kacer pasar por él una 
recta de pendiente dada. 

3 
Sea esta pendiente »=— . 

5 

El punto en que la recta que tratamos de liallar ha de cor- 
tar al plaiío de eompataciori tendrá la toiB.ceroi y por tanto el 
desnivel entre este y el dado será d = 7,2. 

En la fórmula [4] (25) tendremos 

7;a 7,ax5 86 

! , ; ¿ = '-*—' = -H — ' ■ f ' « -r- »=: 12. 
. ? .. , 3 ;■ , 3 , .; . . 



Tomando en la escala del dibujo la magnitud de 12 metros 
y trasmudo com eljsa conjo radip^, jja^ cijf cunferencia. que tenga 
su ceutro.en o;,, to^asJlas rectas, que coma tfí, vayan desde ©1 
punto dado á term^iaar en uno cualquiera i de la circunferen- 
cia tarazadar, cumplen c^a la con4ic¡/)n. pedida. Ellas squ las 
generatrices de un cono, cuya báseles ésta circunferencia y 
su vértice el puutp da4o-v.v *' . .^. 
27. Dada la proyección ab (fig. 22) de um recta, tacota^,^ 
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1 

delpwnto e^de la misma y la pendiente — pee debe tener ^ de-- 

terminar dicia recta. 

A partir áea&e toma ana m&g»nitud a^ igual á 20 taotros 
de la escala del dibujo y m será la proyección de un punto que 
está un metro mas elevado que el dado {a. 4,3), suponiendo 
que la recta se eleVa en el sentido ai. Lb cota 4,3 -f- 1 = 5,3 
^ del punto cuya pioyecdon es i», acaba de determinar la 
recta (11). ^ 

Si esta se elevase en el sentido 6 a^ el nuevo puntó (m' 5,3) 
determinaría con el dado la recta que se pedía. 

Si el sentido en que la recta se eleva no es determinadcr, el 
problema tiene las dos soluciones correspondientes & los dos 
G^^os que acabamos de examinar. 

» 3 

£n el caso de que la pendiente dada fuese — , tomando en 

5 

la escala del dibujo la magnitud de 5°^, y llevándola á partir de 
a(ñg. 23) anel sentido ascendente de la recta, el extremo m es- 
tarla 3 metros mas alto que a. La cota de m seria 4,í(-f 3=7,3. 
En general se toma en la escala la magnitud l<¡\xe indica 

d 
el denominador de la pendiente dada — (25) y se obtendrá la 

proyección de un punto cuya cota se diferenciará de la del 
punto dado en d metros. 

ESCALA DE PENDIENTE DE DHA RECTA T PROBLEMAS CUTA RESOLÜCKHI 

FACILITA. 

28. Lema.— xy¿ una recta A B (fig. 24) del espacio, se divi- 
de en partes iff nales ó proporcionales, su proyección quedará 
igualmente dividida en partes iguales ó proporcionales. 

En efecto, las proyectantes A ¿y, C c siendo paralelas y' 

«stando situadas en el plano proyectante de la recta, dividirán 
-á la a b en partes iguales 6 proporcionales. (Geom. Teor. 54 y 
Continuación de la teoría de las lineas proíporcionales) . 

29. Escala dependiente deufi^reóta.-^Si se divide en par- 
líes ígualeá á un metro la proyectante B í (fig: 25) de tio pun- 
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to B perteneciente á nna recta A B y por los puntos de divi- 
sión, se titán rectas paralelas á su proyección í? ¿, estas rectas 
estarán situadas en el plano proyectante de A B, y cortarán á 
esta recta en los puntos cuyas cotas son números enteros y di- 
fieren por lo taato en un metro de altura con respecto al pla- 
no de comparación . 

Las proyecciones de estos puntos dividirán Alvcad en par- 
tes iguales (28) . La proyección asi d^ividida se llama la escala 
dependiente de A B. La magnitud de una de >las partes igua- 
les en que resulta dividida, es la unidad de la escala de peTí- 
diente. 

Luego la escala de pendiente de> una recia es la proyecciúti 
de ia misma, dividida en partea iguales por las proyecciones 
de los puntosa que e^ dicha recta tienen cota entera. 

30. Hallar la escala dependiente de una 'recia dada a b (fi- 
gura 26). 

Si las cqt^is dadas son enteraé, no habrá mas que dividir 
Ib, a b en. tantas partes iguales como unidades tiene la diferen- 
cia de dichas cotas., En el ejfeiñplo' propuesto se divide a 6 en 
•las cuatro partes iguales que espresa la diferencia de las cotas 
extremas 5 y: 9. . , 

Si no son enteras, como en la (fig. 27) seria preciso hallar 
la longitud que corresponde á la unidad de la escala de pen- 
diente. Esta longitud nos será dada por la ecuación [4] (25) en 
la que se tiene d=l) y Qomo la pendiente de cualquier porción 
de. la recta es la misma que la de toda ellas midiendo a 5 y su- 
poniendo que su longitud resulte ser 78>0 se tendrá (25) [2] 

8,1^-4,2 3,9 39 1 1 

p=, = -: — = — . ;=*: — , lucgo será /= — ===20. 

78 78 780 20 1 



20 

* • • . 

La longitud 20 tomada en la escala del plano, será pues, 
la que corresponde á la unidad de la escala de pendiente. La 
de dos unidades de la escala del plano será la distancia entre 
las proyecciones de dos puntos de la reicta cuyo desnivel es uu 
decímetro . Tomando por lo tanto, 2 x 8=16 metros de la es- 
cala del plano & partir del punto «, tendremos la proyección í» 
del punto de la recta cuya cota es 5, y llevando á continuación 
de este punto la longitud m^=2Q metros j obtendremos la pro- 
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^ yíeccion del punto de- cota &. Repitientió ésta misma mo-gnitud 

sobre a ¿, obtendremc» cuajcrtos puntos se deseen de la escala 
■ésíj^diéníte; que -también se podrá prolongar -desde m, hacia 
ládaquierda* •••.' / •■ ■ '., .. , • ' .., 

< ' La paarte r h debe ser: igual' áSinetros de la escala del pla- 
no; toda Ycz que el desnivel entre t^ b es un decímetrp . 

Resolución gráfica.— Siendo 3,9 la diferencia de nivel de 

loftpnmtoseitremos dis la reicta, dividiendo esta en 39 par- 

„ . tes iguales, cada una de estas; Será la proyección de una parte 

4® ^^ recta cuyos extremos tienen un decimetro de desnivel. 

s ' Como la cota de f?>efi%4í^:>tCMB€^n(Í0'.8 de estas divisiones sobre 

la recta obtendremos el punto m de cota 5 . A cada diez divi- 

sioii(e§..j^jgVÍente%cQr»e^oijde^una cpta entera, mayor que la 

anterior en una unidad,, íll punto b tendrá también la cota que 

' lé corresponde. ' 

. . La reqta m de Ja figura es. la auxiliar tirada para dividir 
^ la u b en parteS' iguales. (Geopa. problema 24). Una de las uni- 
djades; íf de .la escala, se divide en diez partes iguales para 
apreciar los decimetros. y aun pudiera trazarse una escala de 
trasversales para los centimetros (16). ^ 
. . Construida la escala de. pendiente de una recta se resuel- 
( ' ven con mayor facilidad algunos de los problemas anteriores. 
. 81 , Jíada um repta b c (fig . 28) por su escala de pendiente, 
iftUar la cota de un punto de la misma recta cuya proyección 
a es también dada, 
^ Tomando la distancia de la proyección dada á la del puntp 

de cota menor mas próxima, y llevándola á la escala, se halla- 
"^ rán los decím,etros que hay que añadir á dicha cota menor 
para hallar la que se busca. 
/ 32. Dada ln escala dependiente de una recta be (fig. 28) 

hallar la pr,oy,eccion de un punto de la misma cuya cota^^Z es 
.dada. . . ' . - ' 

Tomando .0,3 en,la ,esc,ala.de pendiente y llevando esta 
magnitud desde la proyección del punto de cota 5, en el sen- 
tido ascendente de la recta, tendremos la proyección a pe- 
dida- , . ,,, . N ' . . 

.. 33. Da^o un ¡p%mto \^ 5,3) y md Hct^h c (fig. 2§) Mllar 
. sielpuntQpert^n^ce(¡^oála.re.e^^ .^ ^ 

,, I)esd^[lu^g9j,.4a.prpyeecipi^ del pwtp Jia^e egjt^r en la pro- 
yección, d^i^ X^jct^T A^emás^ la.^ota-SjS del pupto dado, sien- 






— le- 
do la misma que la del punto dé la recta proyectado en a [23 
6 31), ambos serán un solo y mismo punto. 

La cota 7,2 del punto cuya proyección es í, siendo diatia** 
ta de la que corresponde al punto de la recta proyectado en í» 
toda vez que el dé la cota 7,2 de la recta e& ei punto r,!nos 
dará á conocer que (b^ 7,2) es un puntó situado fuera de la 
recta. 

Fácilmente se echa de ver que está en el phmo pcoyec*^ 
tante de la recta y debajo de ella. 

PARALELISMO DE US RECriS. 

34. Teorema . —Si dos rectas A, B (fig . 29) tkl espacio son 
paralelas, sus escalas dependiente son iguales y acotadas en el 
mismo sentido. 

En efecto, sns proyecciones respectivas a, b, son parálelas 
(Geom. Teor. 133). Como también 16 son las A y B'por el su* 
puesto, el ángulo de las A, a será igual al de las B, i (Geom. 
Teor. 130) y por lo tanto, las pendientes respectivas J9, jo' se- 

/ d df ' 

rán io-uales, como también las fracciones — , — que lasespre- 

IV 

san (25). Si suponemos ¿= ¿f = 1, ? y í' serán lás longitudes 
que corresponderán á las unidades de las escalas de pendien- 

d $ 
te de ambas rectas; pero siendo las fracciones—, y —iguales, 

y d=^d' resulta Z= l'\ luego las escalas de pendiente s6ñ 
iguales. 

Además, estarán acotadas en el mismo sentido; pues fácil- 
mente se vé que otra recta cualquiera A^ dé la misma peh-^ 
diente, situada en el plano proyectante de una de ellas A, de 
manera que la corte, tendrá la misma' escala de^ pendiente, 
pero acotada en sentido contrario . ] 

35. Problema.— i>¿í¿í¿j5?^?t« r(?(?^tí5 a b (ég. 30) y un puntó 
(c 5,7), tirar por él una paralelad la recta dada. ■- '■ ■ 

La proyección de la recta que se 'búiscá será parálela á* la 
a b (34) y pasará por e? (10); tiraremóá pues, |)or t?, lá c ¡¿'para- 
lela á a b\ Uniendo c con el puntó de igual cota ivi de la recta 
dada, y tirando por los puntos acotados de éstéi' recta jpará- 
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lelas á la c ni, se tendrá la escala de pendiente de la c ¿í (34). 
Si la recta fuese dada por los dos puntos (a. 12,5) (b. 14,7) 
{ñg. 31) tiraríamos por c una paralela hab sobre la que toma- 
riamos una magnitud c d=a í. Como las escalas han de ser 
iguales y acotadas en el mismo sentido, la diferencia de las 
■cotas correspondientes á c y ¿? ha de ser igual á la 2,2 que hay 
entre las de eí y í. Añadiendo esta diferencia á la cota 15,6 del 
punto Cj la suma 15,6+2,2 = 17,8 será la cota de d. La recta 
-que s^ busca quedará por lo tanto determinada (11). 

INTERSECCIONES. 

s 

36. Lemas, l.^ Si dos rectas se cortan, en el espacio , la 
jíroyeccion de sw intersección será evidentemente la intersec-^ 
cion de las proyecciones de dichas rectas. 

2.° Si se cruzan sin cortarse^ las proyecciones se cortarán 
también y su punto de intersección será la proyección común á 
dósptmtoSy situados uno en cada recta y. á desigual altura del 
jílano de comparación. Porque si la altura fuese la misma, ^or*- 
responderia á un solo punto por el que pasarian las rectas, lo 
que es contrario á la hipótesis que hemos hecho. 

37. Vvo\AexnSk,-r-Hallar la interjección de dos rectas dadas. 
Si las proyecciones dadas son paralelas, las rectas lo serian 

también, ó estarían situadas en planos verticales paralelos; y 
por consiguiente no se cortarían. 

Si no son paralelas las proyecciones, se halla su punto de 
intersección y se determina (23) ó (31) la cota que en ambas 
rectas le corresponde. Si se obtiene el mismp resultado, esta 
cota será la del punto de intersección, que quedará completa- 
mente determinado. Si se hallase distinta cota, las rectas da- 
das se cruzarían sin cortarse (36. Lema 2.*^). 

38. El punto de intersección de una recta con el plano de 
comparación se llama la traza de esta recta. 

Problema.— JTiíWa^ la traza de una recta dada. 

Como la traza es un punto del plano de comparación, su 
cota será ceroi se resolverá el problema, por lo tanto, deter- 
minando la proyección del punto, de cota cero de la recta. (24). 
ó prolongando su escala de pendiente hasta encontrar el pun- 
to de cota cero. ' . . 
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JÁLANOS. 



GENERACIÓN Y REÍ>BESEÍ(^ÁCION S&L PLANO. ' 

I 

39. Cfeneracion del plano.Si desde un Tpnnto c (fig. 33) 
de una recta a b situada en un plano horizontal Q, tiramos k 
\h,ab una perpendic;ilar c d situada fíiera de éste ^laño, y su- 
ponemos que ^ ¿ se mueve paralelamente á si misma, recor- 
riendo la recta c ¿, engendrará en su movimiento el plano P, 
que determinan lai^ rectas ab y cd que se cortan. 

La c d será la directriz y a ¿la generatriz del plano P. 

Como ,esta generatriz és horizontal en su píilnera posicioür 
por estar situada en un plano horizontal, todas las posiciones^" 
HH, H'H', H"H", paralelas á ¿íí por la ley de generación 
que hemos establecido, serán tambieti horizontales. 

Siendo ab^ HH, H'H' paralelas, sus proyecciones res- 
pectivas ¿2 í, A A, A' AMo serán también. (Geom. Teor. 133). 

40. Si hallamos la proyección e del punto ¿í*sobre el plano 
dé comparación, la recta e c será la proyección, de la directriz 
cd» Esta proyección es también perpendicular é.ab,y por con- 
siguiente á sus paralelas k A, li' h\ 

En efecto, si ce no fuese perpendicular á e? í, se podría ti- 
rar por eX^eyít que lo fuese, y resultaría que dm seria perpen- 
dicular á ab (Geom. ^Teor. 120); pero coíno ¿(í lo es también 
por construcción, tendríamos en el plano P dos recta dc^ dm^ 
perpendiculares á una recta « ¿ del mismo plano, lo que no 
puede ser. (Geom. Teor. 5). 

41. Unea de máwima pendiente del plano.— Lb, c d, perpen- 
dicular &ab y por consiguiente á las horizontales del plano P 

X será la linea de máxima pendiente del mismo. 

En efecto, hágase pasar por un punto d déla c d otra recta 
cualquiera situada en el plano P y prolongúese hasta encon- 
trar en 7» á la « í . Hállese la proyección e del punto d y ¿nase 
el punto e con los cy m; las lineas ec, m e, serán las proyec- 
ciones respectivas de lú.Qdcy dm. La pendiente de .c d será» 

de de . 

— (25) y la de d.m la fracción — ; pero en el plano Q se tie- 
ce em 
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de d-6 
Be c^ <^ítt.{40)? luego, «era — > — ; y cojno lo mismo se 

ce em ' 

^emo^tewa fe otra repta, cualquiera, que pasase por d en el 
pl3no P, resultíi, que cde& la^linea de máxima pendiente del 
plano. 

42. Esoaln defendiente del plano.—ljB. escala de pendiente 
deunplaw P.(fig',32) es la que corresponde á su linea de 
máxima pendiente c ¿. (29,) y (30). 

Si consideramos las borizoní^les HH,.H'H' que corres- 
ponden á los puntos de cota 1, 2 de la recta, es evidente que 
las proyecciones ¿A, .A' ¿'.,.. de la^ horizontales de cota 1, 2.... 
pasarán por los puntos Y, 2'.... de división de la escala de pen- 
diente ce, 

43. Siendo las rectas cdf ce (fig. 32) perpendiculares á la 
intersección ab délos planos P y Q, dce será el ángulo plano 
íjorrespondiente al di^díI?o dp los planos (Geom, 67) -y será la 
niedida de este ápgulo *. (.Qeom. Teor. 145). 

ELánguio plano dce será ei que el plano P fo.rma cbíi el 
liori;zonte y quje, por io tanto, detern^ina su pendiente. 

44. Representación del plano.— Ex)i .vista de lo que acaba- 
mos de exponei*, un plano se determina en general por la es- 
¡cala de pendiente a^ (fig, 33) que corresponde á su linea de 
máxima pendie^^te y las» proyecciones O 0, 1, 1, 2, 2... de las ho- ' 
rizontales de Qota'0> 1, 2...,X^ e^Kiala de pendiente de un pla- 
.no í^¿ reppesen^ por una línea, doble paxa^ .distinguirla de la 
de cnalqui^r)a ot;irfi recta que no represente lo mismo . 

Para con^trlür el' plano a^í representado, se construirla la 
)jinea cuya.escala de pendiente es ¿z-éf y esta línea seria la de 
.máxiifla penilieiite, del plano. Esta recta y una hopzontal 
.<5uálq,ui^radetermi^iiria,n el plapp w.el^ 

Se cQmpriBn4e £f]iorá q^ue p^xa representar el pla^^io, bastar ít 
tener la esfc^l^i dj?,peiidiení;e }a.¿.,(4g:- 34) y .una horizontal 
cualquiera (7, 7); pero basta tener la escala de pendiente del 
plano, pq^s la direc^^n de una h^ri^ontal cualquiera que aca- 
baría de determinarle, es conocida. (40). 

4^* (^uandp qnplanso ^s hprizpntál,. tpdoa W pwntoíi tienen 
igual cota ^ y- ^ If llaipa pinino h)WQnftaÍ de cota, n. 

46. Un plano yjerj^ical se djetermifta ppr su# proyección que 
es Hna reclia. Eí^ta;íecta .ton^a el j:^op^|)ye de traza. Si se quiere 
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detenninar un punto cualquiera de este plano, se mai^ca la 
proyección de dicho puiíto, que estará en la traza del plano; jr 
al lado se escribe la cota que le corresponde. 

47. Un plano límitád-o por varias rectas, se representa como 
el de la fig. 35, por las proyecciones y las cotas de los extre- 
mos de estas rectas. 

Suelen añadirse las proyecciones de las horizontales del 
plano y su escala de pendiente, fácil de determinar, pues es 
perpendicular á dichas horizontales y queda dividida por ellas 
y acotada con los mismos números. 



PROBLEMAS DE RECTAS T PLANOS. 

48. Dado un plano por su escala de pendiente ab (fi*g. 36) 
hallar la proyección de la horizontal del mismo cuya cota 5,¿ 
es dada. 

Hállase el punto que tiene esta cota en la escala a b (32) j 
la perpendicular tirada por él á la escala, será la, proyección 
que se pide. 

49. Dada la proyección m (fig. 37) de un punto situado en 
unplano, hallar su cota. 

Se tira por m una parálela á las horizontales del plano, la 
cual irá á cortar. á la eácala en la división que marca la cota 
que se busca. Esta cota se determina fácilmente (31) . 

También se resuelve en la práctica aplicando una escala 
de modo que su canto pase por ^, y que dos puntos de divi- 
sión entera de la misma se hallen en las horizontales entre 
las que se encuentra la proyección dada. Én la disposición 
que presenta lá escala de ía figura, cada dos pequeñas divisio- 
nes son una décima parte de la porción no de la escala com- 
prendida entre las horizontales 7 y 8, y las doce divisiones qufe 
hay Ae n Á w, dan por tanto steis díecímetros, que habrá 
que añadir á la cota de Jla' horizontal inferior para obtener la: 
7,6 que se busca. ; ; '. ' . 

50. Dado unptmto (a 6,6)' (fig. 38) determinar si se halla 
emcn plano V también djado. 

Si el punto pertenece al plano, estará- eñ la horizontal de 
este que tiene cota i^úal á la del punto; lúe^o la proyección 
dada estará en la; proyección de la torizontal (10)^ 

Para resolver el problema, rio habrá' líiái^ qtte trazar la ho- 



irizontal áe cota 6)6 (48) y si esta^bomontal plisa por la pro- 
yección' dada a, el punto estará en el plano. 

La horizontal de cota 4,2 del plano P no pasando por^^f in- 
dica que el panto (b. 4^2) está fuera del'plauo^, y fácilmente se 
vé que está situado este punto por debajo de P . 

También puede reeolrerse este probUeoaa, tirando por la 
proyección del punto dado, una paralela alas horigontales del 
plano, y viendo si corta ó no á la escala de este en ís división 
que marca la cota del punto dado. 

- 51. Dada una recta^ hallitr- ¿i tsiá situada en tm plano 
tamíien dado. 

Estará en ¿I, si dos de sus puntos lo están, lo que se averi- 
gua eligiendo dos de ellos y viendo (50.) si se verifica la condi- 
ción que acabamos de enunciar. > 

Si la recta está dada por su escala :de pendiente, no hay 
mas que prolongar dos horizontales del plano y ver si cortan 
á la proyección de la recta en los puntos de división de igual 
'cota. , .'^ ', ■■ X 

52. Dada la proyección de una linea A (fig. 39) que estáH^ 
tmdu ^n un plañó P, hallar su escaia de^ndiente . 

Prolongúense las horizontales del plano haista enóontrar ^ 
la proyección de la recta y se obtendrán los^HMitos de divi- 
sión de cota entera de la misma. 

53. Por un punto dado (m 4' ) (fig . 39)^ que- se halla situado 
en un plano P, hacer pasar untí recta que esté situada en el 
mismo plano, ., ; > 

Tírese por la proyección dada^ una recta cualquiera, ■ que 

^representará la proyección de una del plano. La xéscala de 

pendiente de esta recta resultará inmediatamente.de lat^ons- 

truccion, pues queda dividida y acotada por las horizontales 

del plano. 

54. Dado un paléffono a b c de {&g: 3&) per las proj^eceiones 
y las cotas de sus ver tices j determinarles xi^no la proyección 
de una figura plana. 

' V ge hallani las <»calas de pendiente de los* lados del polígono 
dado (30), y se trazan horissontales, uniendo los pundDS de 
igual cota. Sieslfl& horizontales Tesultán paralelas y equi- 
distantes, la figura del- espado seria plana, y lá< recta di" 
perpendicular ásus horizontsleB y dividida ipbr ellas; -es la 
escala de pendiente del pliíno en ^qué ^stá'situado el polígono. 



-- a> — • 

Sila^ horizQntele^ OQO soapwalelas^ó distto desigíiialmen- 
te entre sí, no seríft plana la figura representada, por la pro- 
yeceipn dadar 

SiS. Ra,^ lo* ^foyñom^ deunajiffuray qm^^ sabe eJlé en 
%ií plano dad^.^ concluir dt4eiermmar la, .... 

, Se hftUan laa cotaa de sus vértices (4^) y las escalíiis de pen- 
diente de su» lados (52). , 

. 56. Dadas dos rectas A, B (fig. 4ff) , determinar sí s^ Milán 
en un plano ^ también dado, 

Se\traza una horiztxntal del plano, por ejemplo la m, y si 
esta horizontal prolongada va á cortar á las; rectas dadas en 
-los. puntos de; igual cota, 5, 5', -estos se. hallarán en- el plano 
t'SiO). Del mismo modo se prokmgará la ?t, y se veráj que. los 
puntos 2 y 2' de las rectas están en el plívne-; luego ellaslo es- 
tarán también, porque oada una tiene dos puntos «n dicho 
plano . ! . . ' 

Jjft horizontal wt» (fig-:4'l) , no cortando^á lospuntos de igual 
cota 7 de las rectas, se deduce que ambas e;^tán fuera del 
ÍplanOí V ' , .. 

Si'las rectas dadas (ñg/43) fb^esen paralelas (34)f estarián 
en. el mismo. plano. . i : ; 

Cuando las proyeecíones de las rectas sean paralelí^s, pero 
tienen ías escajlas desiguales (fig. 48), 6 • dirigidas «naentÉáo 
contrario (fig. 44), estaráa en distintos plánoa verticales y pa- 
ralelos, y las proyecciones de las horizontales irán á concur- 
rir en un punto m. '^ 

57. Ikfdatmmrecta A,{ñg.39)y Aaoerpd^ar par ella uñ pía- 
nocualquióra:': ; . •. , ". •: 

Se itrázam en cualquier .diretíoion) á partir: de los/ puntos ' de 
división : de ia escalado pendientei, rectas paralelas entre ai. 
Estas serán las proyecciones de las horizontales de uáa pífano, 
cuya e$oalfi dé pendi^íite se determina oon laeilidad.^ ■ ^ 

58. Df dos ires puntos ^ 8,3) (b%8) (q 5f7) (fig. 45),vA&<J5er 
pasar por ellos un plano. .. . ^ -^ 

Se mñtín pí>x toedioi de min* ireota- laa proyecciones : fe y 5 de 
los pun^a^diB niayóry de,í»e»$Míaota,.y Bertendrá lia.pn©íy:ec- 
ioion acQÉS(dár^:¿delalreota que une i^tós puntea en; el eápaeio, 
Cuya esoala de pend^enie^se determina^ después ;(3i},) .i' 

SsiUíiefilfteMroar. plinto c coa el quetiene iguabooíta pa!ií|a 
. i^cta.^.í ,: y tkando paralelase eata ¿iMizontaL dejaplelos pun- 
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tos de división de la escala de pendiente hallada, estas serán 
las proyecciones de las horizontales de cota entera, que pa- 
sando por la recta indicada, determinan la posición de un 
plano (51), en el cual se halla también el punto proyecta- 
do en c (50). , ; 
59. Dadas das rectas A', B, hacer pasar por ellas un plagio. 

Para que el problema sea posible, se necesitará que las 
rectas se corten (fig. 40), ó que sean paralelas- tflg. -42). En 
ambos casos las rectas que unen los puntos de igual cota en 
las rectas dadas, . serán las proj'ecciones de las horizontales 
del plano que se pide. 

Si uniendo los puntos de igual cota, las horizontales que 
así obtuviésemos no fiíesen paralelas {figs. 41, 43 y 44), tam- 
poco seria posible hacer pasar un plano por las rectas dadas. 
6Q. Dada un punto A (fig. 46) situado en un plano Q, hacer 
pasar por esteptmto urna recta dependiente dada ql^ se Imlle 
situada en el mismo plano. 

Por una horizontal del plano Q hágase pasar un plano ho- 
rizontal R, cuya cota será la misma que la de la horizontal de 
Q por que pasa. Hállese la proyección a del punto A sobre este 
plauQ y la longitud de la proyectante A a. Llamemos d á esta 
longitudy^ á la pendiente asignada parala recta. Haciendo 

d 
centro eü a y con un radio ¿t= — , tracemos una circunferen- 

p 
cia en el piano R, la cual será la base de un cono, cuyo vérti- 
ce estará en A y cuyas generatrices tendrán la pendiente 
dada ^^], 

Esta circunferencia cortará á dicha horizontal en dos pun- 
tos á, 6',. que unidos con A darán las rectas A á, A V que cum- 
plen con las condiciones pedidas. En efecto, pasan por A, tie- 
nen la pendiente p por ser generatrices del cono, que hemos 
trazado, y están en el plano Q por tener en él dos puntos A y 
í, ó Ay ¿. ^ 

Para resolver este problema en un plano acotado, seaQ (fi- 
gura 47) el plano dado y (a. 7) el punto por el cual debe pasar 
la recta que se pide. " ' ^^ 

Supongamos que el pliaino hx>r.isionta]: en quse vamosá hacer 
las construcciones pasa por la horiaoutal de cota 9 del plano 
dado. 
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1 

Tendremos ¿=7 — 3 = 4; y si suponemos »=s — ; tendre- 

5 

mos ?== — =4x5 = 20. Tomando esta magnitud en la escala 

1 



y haciendo centro éna, trazaremos con ella como radio un ar- 
co, que en general cortará á la horizontal de cota 3 en dos 
puntos 6 y ¿'. Las rectas acotadas a b, a V , serán las que re- 
suelven el problema. 

Si el punto dado es el (a. 9,4) (fig. 48), que no tiene- cota 
entera, se traza urla horizontal 6,4 de manera quedé un núme- . 
ro entero para la altura del punto dado sobre el plano horizon- 
tal en que se ha de ejecutar la construcción; y se resuelve el 
problema del mismo modo qué en el caso anterior, sirviendo- . 
nos de la horizontal que hemos determinado. 

Este problema puede tener dos soluciones, una ó ninguna, 
según la relación de magnitud que existe entre la pendiente p 
de la recta que se quiere trazar y la P que corresponde al pla- 
no dado. 

En efecto, la pendiente de. una recta situada en un plano 
puede variar entre los limites, cero, que es' la de la horizontal 
que pasa por el punto dado y 9, que es la de la línea de mixí- 
ma pendiente del plano. 

Por consiguiente, si se tiene jO=0, la recta pedida 
será la horizontal m (fig. 48) del plano que pasa por el 
punto dado. 

Si se tiene p < P, el problema tendrá las dos soluciones Vi tIj 
a o, del problema que hemes resuelto, y que es. el caso mas ge- 
neral. 

Cuando es p = P, el problema tiene tina sola solución, que 
será la linea arde máxima pendiente del plano. La construc- 
ción dará la proyección de la recta, en una dirección perpen- 
dicular á las horizontales, ó lo que es lo mismo, el arco tra- 
zado para resolver el problema será tangenl» á la horizon- 
tal ^ o. . 

No habrá solución alguna si se tiene jki > P, y ol arco s ú 
trazado para resolver el problema nó cortará á dichia,' hori- 
zontal. 



61 . Por una recta dadaÁ, B (fig. i^yhacet pacar un plam 
^pendiente dada—, 

. Por el puhto inferior A se hace pasar un plañó horizontal 
P; y desden un puúto B de la recta se traza el cono cuyas gene- 
ratrices tienen la pendiente dada (26). Se tirtídéáde a\A tan- 
gente A í á la base del cono y la generatriz Bt que correspon- 
de al punto de tangencia t. El plano dé las rectas B A y « ^ es 
el planü pedido. .:../* . • 

En efecto, siendo M perpendicular ' á' la horizontal at 
(Geometría Teor. 41. Reciproca), lá recta B í también lo será 
-(Geometría Teor. 120), y por tanto será la línea de máxima 

•'•'•' 1 ' . 

pendiente "del plano B A t; el cual tendrá la pendiente ^^. " 

:.-.". ' • % 

. Si la reda dada es ab (fig. 50) y la pendiente del plano 

. ■ • '" 1 

que se pide es — , se tom&rá en la escala la distancia espresa- 

2 

13 — 5 8 

da por la fracciou =—=16 (25, fórmula [4]) y hacien- 



do centro en b, punto que tiene la cota 13, se trazará una cir- 
cunferencia en el plano de cota- 6, en el cual Rehacen las cons- 
larucciones. Esta circunferencia será la base del cono cuyas ge- 

1 . 
neratricete tienen la pendiente — . Se tira la tangente « í y la 

■ -2 

normal b t, la cual será la escala de pendiente del plano que 
se pide, determinada por los puntos (b. 13) (t. 5)'. 

Cuando se tiene, como en el problema que acabamos de re- 
solver> bt<ab lo que dá para el plano mayor pendiente P 
que lajo que tiene la recta, el problema admite dos soluciones, 
correspondientes á las dos táangentes que pueden tirarse por a 
á la circunferencia trazada desde b como centro. Este caso es 
el nías general. . . • ' 

Cuando resulta b t=^b a,ío que da P =p, los puntos a y 
t (fig. 51) se confunden en uno sdló, y por este punto solo 
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puede tirarse la ta^geíite t' V\ hay pues una «olucion y el 
plano hallado está determinado por las rectas ab^ ft\ La 
escala áe pendiente del plano es la misma é^ de la . recta 
dada. 

Si resultase.para^ una .magnitud b t">a6^\o que daría 
P < jo, no se podría tirar desde a tangiente algund é^la cirt- 
cunferencia trazada con el radio b í" , y el problieiBa no ten- 
dría, por lo tanto, polución alguna. 
. Puede este probJ.ema resolverse de otro naado. 

Se proyectan los puntos A y B (fig. 52) sobre un plano ho- 
rizontal P, se trazan las bas^s de loi^ conos, que teniendo sus 
vértices respectivos en A y B, tienen generatrices cuya pen- 
diente es la que se asigna para el plano (26). Se tira después 
la tangente t f común á estas bases y las normales at, bV . 
Tirando tiemblen las generatrices A tyBt\ que correapon^ten 
á los puntos de tangencia t y t\ las rectas AB, A^, ^ f, B f, 
están en un mismo plano que reúne las condiciones, pedidas. 

En efecto, siendo A a, Bb paralelas (Geom. Teor. 122) y 
también las at^.bt', (Geom, Teor. 6), los planos Ktit, Bbf 
serán también paralelos (Geom. Teor. 130). Siendo además los 
ángulos Ata,Bfb iguales por construcción, estando situa- 
dos en planos paralelos, como acabamos de demostrar, y ha- 
biendo probado ya que los lados a t, y S t' de estos ángulos son 
paralelos, se verificará que los A ^ y B T también lo serán; 
porque si no- lo fu^eq, tirando por t una paralela -áB^', el 
ángulo que formase con ^« seria igual alB í' ¿y además ^ta^ 
ría en el plano- A a íí (Geom..^ Teor. 130); pero como por coaas^ 
truccion el ángulo Kta también es igual al B t' ¿, tendría- 
mos en el punto t del plaBiO Kg,t dos jpectas que fcosmarian 
ángulos iguales á un mismo. lado de otra recta at del plano 
en que se encuentran, y también al mismo lado de la perpem- 
dicular que en el mismo plano puede levantarse por tk^s.ai, 
loque no puede aer. . ■• » 

Siendo pues A ^ y B ^' paralelas, determinarán un* plano 
en el que estarán las KB^ tt' (Geom. 53). . v 

Jíara r^lver este problema, siendp a b (fig. 53) la proytKV 

cion acotada de la recta dada, — la pendiente gu€Í ha de tener 

f Á 

él plano,. y suponiendo qu^, t^ac^np^os las cpustrucciones m^ e^ 
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plano de comparacionj haremos centro en b con un radio 

13 

B w= — =s= 26 (26) y ttazaremos una circunferencia; con el radio 

\ , ' ■......-. .' . .. 



r =í: — = 10, trazaremos otra desde /i, y tiraremos la tangiente 
1 ' 

• • ... ■••.•'■ >• ' • ..ni' * 

2- . . .. ■, !..•..,■.■■•-. 

i^^coniun á estas circunferencias, y las normales dt, bt'^^é 
hállató la-escala de pendiente dé una de ellas (3Q), la cual 
será la del plano que se pide; • 

- í- También se pliede resolver este próblefnav aplicando la 
tóctaá un plano horizontal. Seaw(fig'. &4) el^fingulo que 
kardé forihar el plíóio que se p9de con el horizontal, Aplican- 
dt^lairectA dada al plano horizontal dé' cot¿l 3, para lo ¿ual 
servirá de eje la horizontal (3' — 3') del plano proyectante de 
1» recta dada ít N, «e construíri en un puiito cualquiera a de 
esta horizontal un ángulo igual al üvAtiin, y se prolongará 
el lado que l»esülte hasta aru encuentro éní con MN. Desde b, 
¿6 bajaa*á'la perpendicular be á la horízcíntal (S*! — 3'j, y ha- 
ciendo centro en c, se trazará con el radio\¿í^ una circunfe- 
íend^, laí-euálsérálalaáé del cono que engáildraria en el 
éfepÉUíio'el' triángulo abéj ^Mñ<i áírtdedor dé la vertical 
áj^lícad^ en ¿ c, y cuyas' generatrices tendrían la inclinación 
dada^. " - • ' •■' ' '• ''•••"■•' '•■'^''' ^ '' '■ \ ■ ■; 

Tirando desde r la tangente r d^ la perpeüdícular c e ba- 
jada á elliá desde c^ será la eácálíi del plano que sé pide, eú la 
cáaS MÍ tendrá la cota 3, y ¿ la 6,3 que ccrprésponde al 
í>tiiíto b. '■' '.''•• ' ! - ' 

; ■ • " ■■ •' '"iKttítáECCitó: • '■ ■■" ' . . 

i 62.' Dad» m plano P (fig^. 55) detéfV^Mé^^ traza d suin--^ 
ter sección con el plano horizontal de proyección, ' - 

Se hállala ^r»;9«^jt> de la liñen de int^xima' pendiente d\el 
plano dada (38)9 y la ^ n, |ierpe&dicfil»r> & ^la pólr- ^sié pun- 
ífífj seránia korisKontol de co^ eem,- 4 li^ transa que se pidd. — 

•fiSjii Daék uH^lanapor en' escala idepmiMi^á b (ítg. 36)^ 



Mllas- sv intersección con otro plano korizonti^l 4e cota da- 
da 5,3. 

CoBio¡,la intersección que se buspa hs.de estar en el pltuio 
horizontal, todos sus puntos tendrán la cota 5,3 de este plano; 
y como también ha de hallarse an el plano dado, será 1? hori- 
zontal de cota 5,3 de este último. ' 

64. Hallar la intersección de dos rectas A, B, (fig. 40) si- 
tuadas en 'wn plano dado V. 

La proyección del punto que se busca será la intersección 

de las proyecciones de las rectas (36). La cota que corrtapon- 

de al pupto que buscamos, se haUa en la. escala delpíeno {4,9\:- 

- 65. ',J>adef.la^ intersección ab (fig. 56) de^s ^/«JWSjP^-P'ti 

hallar la de estos con an tercer. pla^o, Q, .,. .,¡, ' ., , 

iaa horizontales de ?ota 3 y.74el Jíla- 

) las de cota 3ir¡7 del>'. El^plawft 

:s ^e.oota 7.eQ-do«^untQs4&,lafniBi9a' 

rque. los une sprá.la intefs$ocion-(iel 

iildef-co.ta7.- ,.■;.■ 

la .horiípntal n será: la interaeíMaMii 

.,, . .,,,.,,^,-; .^.-jutallecotaS. ■.. .■ .•■,:-;;!^-i 

V Estas r^otaasñ, íí, serán paralelas (Geom. Teoit. lí^} nomo 
lo serán |áinbien,8u^,pi;oyecj[;iqnea sphre:no.plí^no.iiQn3iQiotsl 
cualg.üie:ía,,j;.GeQm. Teor. 13ÍI).. , ,.,,.', ,.,-..■ ■ ■■->■>'■> 

ÁiJemás' ía recta (7 ^ 3) ,eptá eia el , plflinp. P, y. tambjisi, en 
el Q, pues ;tiene en pinbos los puntos 7 y 3- Poriurm íiwM* 
análoga^ |a recta (7'~- 3').«st^ ,en loa.^nps V y Qt Lli^gt!■ '.^ 
punto Y en que estas rectas se cortan, estando en ambíRS, esr 
tara e,n loa tre^ pl9í^o^ ,,■ -., ■ ,. , .. . ■ ■ .v 

Para |reso),yer, este prp^leina,. aiendí» la. rectft .l^;.(fig•^ ^7il» 
. interÉeccion,,del6splanps P,yp',--se-tirapán les,\.hi>riaOBtíiles- 
páralelas(3 ~ 3') (7 — 7'), y se unirá el punto 3 con el 7,,y el 
3' con 7'. La intersección y de las rectas [3 — 7) yíS*— 7') 
será el punto que se busca, el cua],-.si la construcción está 
bienhecha, estará también en la intersección dada a de los 
planos P y P:. i^potaiqua coprespdnde á^ se bailará fácil- 
mente (23 ó 49).,. ,■;,,. ,vu, ■, ■.■■- . ;. . ^ - ., •■.:.... 
&G.. .fallar la ¿nítíveeíitín^.doipla^Méadoi. ' .; ■■■' 
Prolongajido 'l;as horinontalea d^ una-misma cota bublqoift^ 
ra 8, tfigp, 58 y S9);«n,los planos daddd, el ^unia. (*l: 8") en 
qqe.se ^rtAn, «atfisá.e^ ambos plsaos-^50); X^tnusmb modo, 
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el puntó (n..5'.) tambieu- W est^ití^- Luego la re^ta- mn, aeota- 
da, serálainterseocioji,delos.(iosplaao^* ^, ,, 

Esta intersección e^'flp?' q^^ütfi.fi^fffranteenl^ñg^ 58juua 
arisf a saliente ¡dn Ib. ^. b^^^- ,. ...y •- . /. ^' -^ \V .'- 

Si las horizontales de igual cota se han de encontrar. Ivie^a 
denlos límites ñjpl dibujo, ,s^ l^allará la iut(5]'sec.cion m^i^g^.QO), 
4e los planos -diados P y R' ¡cpp ^j^^. te;ijcer| plano, Q (¿5), y la n 
de los dos primeros con otro, cu^Jfjjúera Q\ Lo,9¡ptLnt9s j?^ y ti 
de^tcrnainan la intersección, AUj3 se' pÁde.r : *. ,^. . ; , 

En .efecto, el pupto . i«^.jSQ| haUa.en Jp§jplanas[ Vf,¡P/,j Q;* 

liqijegpesun.puntpcpinTOájp??^ ; ,::..: 

El puiito ^, encontrándose en P, P' y Q' se. halla, íamliien 

en P y-P' . LuQga.2».7^ es Jajinfceraete¡o#i de, e0tQs planq^. .,. í 

Para efectuar la construcción siendc^^.^j.y Pí .(fig^ 61). loa 
planos dadíps,, se ¿^ete,ri]^iia,ríin,.^,yi52i (j5^)4 La recta acotada 
que urvieyai, lo§ puptps m y n^ ge^ria J?',qwft .$ifi. trataba d^^hallar. 

67: Caso particular. . ^ ' - 

J4^mB..^S\^^planfistimen'X^%sipH la 

intersepcipn de^e^to^^pia/fifOs e^^^pq^^alfla^é íos^ Aprüont^alfif .^ : 

En efecto, tirando un plauo^ perp^píjicular. 4 : unai de •. las^ 
boriíontaSea qu?,ló ser<á(á4?s dj^más (jGceom. Í!eor. 12¡1 R^Jp.) 
los planos, dadp^.sierí^n. p^^rpendiQul4y^s jíVque ao^l>^mpsde 
tirar' (Geom. Téor. 141) y por tanto su inteí:^e(5CÍa¿íapibienlQ; 
será (Geonx. Teor. 143).^a]íienílo,fr9ba4o qu^ e§taj ifttcípsec- 
ciones perpeftdicalar al ple^ní^itipad^perpendículatrpL^nte iu 
If^. ljkori^9i\tale¿ dplrPlW<>í i s^r^parglela' 4 estas iorigontalp^ 
(Geom. Te or. 122).' . .: . ; < ' í * 

.C();•aZ^^!^¿a.--La jntejfsepcion^ J^QO^ es 

paralela á las horizontales de los planos dados. ,,.;• ' - 

Problema.— r/>a¿<?. ímpla{¡no quyM^^rmrktale^ ^mjwajplas 
á Ifls dfi otro t(imiie^i 4fl*^r ^íiUfir Ifu, in^fr^^cGim.df l^s planos. 
. El plano tirado por Pjíí^g. 62}.jgíerpendiculflx á las horizpur 
tales de los dados, lo será á la P o de cota cero en úíip de íps; 
]^ai;iLQS,y »pQr.tantq;J,^,P a,, pe^p^pd^oular #1 plaiio> lo sey4 á 
P Q. Esta recta es la traza del plano (46) el cuái.gftrA vertidla 
porser.perpeíadiculV.á lít3;^o};ia^^ 

, P^ra, obteniep la pr^yecqipjif y.,l> cpt^r4f5;l9 intersee^?^, m 
aplica este plano al horizontal y se prolongan sus{ int^rsq^pip-; 
i^s.M y^í^^S^.-^^H^i?! c«n Gia,4^\u)q;,p\d^apfl dad,o¿.fefistft,8u 
encuentro en t. Tirando por este punto ui^a^pfi^raleílas^^iaíB ho?^ 



rííontáles tendremos la proyección de la intersección. La cota 
de esta recta es la del punto í, que se a|M^ciá en la escala de 
las alturas 6 eñ la de pendiente de uno de los planos dados. 

68. Hallar la intersección de wt plaito P (fig. 64) y una 
rectUT. 

Se trazan dos horizontales del plano que tengan cota 
dada, 3 y 8, y desdélos puntos de igual cota de la recta r, se 
tiran en una dirección cualquiei*á dos paralelas, que cortarán 
á las horizontales del plano en los puntos 3', S'. Estas parale- 
lad son la» horizontales de un plano Q, que pasa por la técta 
dada (57), y la (3' — 8') será la intersección de este plano con 
eí dado (66). . ' 

La intersección tíí, de (3' — 8') con la recta dada (37) será 
el punto que se busca. 

En efecto, m sé halla én la recta ^ y en el plano P. 
6&. Bailar la intersección de dos rectas situadas en un pla- 
no vertical. 

Por los puntosa 3 y 7 (fig. 65) se tiran dos paralelas, que 
serán las horizontales dé un plaño, que pa&á por una de las 
rectas. El puijto que se busca estará en este plano. 

También estaiíá en el plañó de las' hóhzontales de cota 3' 
y 7, tiradas por Sí'' y 7', que^ determitíarári'ótró plano que ^asa 
por la segunda xectá. i . 

Luego el punto que traíamos dé hkllar festará en la inter- 
Seccion-(?' — 1'') de estoí» phtnós (66), y sei*á por lo tanto el 
punto (m. 5,7) eú que^taretttü^^rta álaproyeccioií común 
délas dos rectas dadas. 

70. Por uiipí^tódc^ Ade'ér^'pasar^n plana pof alelo i ú^ 
recta dada. 

Se tira pot el punto UM paralela á la recta dada. 
• Entre tód'és los píanos qué pasan* jKÍr esta paralela (57), 
hay uno que contiene á la recta dada; todos los demias le son 
paralelo^. : > . . >. 

71 . Por im punió daéh^ ¡íacer:p(tsa^ tmplaíio paralelo á ótrá 
íémiiendaSú. ■'- 'i '"' ■"' 

Se tira por el puntó una parálela A la escala de pendiente, 
dea plaiko (35), y éstéíredtááerilfe escala de t^endiéüte del ¿la- 
no-' que- se pide J- -'^'•■n '/\ '■ ' • •■ " ''^ '•'.'■■' . . ■■' ; 

73. Por'Hfn'pvíntóddéhhécerpaia^iim Hn 

pHáno también dad&. vi . ; > > 
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Hág^e pasar por el psmto un plano paralelo al dado (71). 
Toda recta, que se baga pasa;r por el punto dado en este pla^r 
no, será paralela al. primero. 

73. Dadas dos rectas a, b, (fig. 66) tirar por ellas Aospla-r- 
^os paralelos. 

Desde un punto [m. 1) de la recta a se tira la a' paralela & 
í, y desde el (n. 1) de igM»l cota en b, la J' paralela á a (35). 
.Biplano P qué determinan las.á5 y a' (59) será paralelo al P' 
que determinan las b jb' (Geom. Teor. 130). 

; PERPERDICDLARlfilD DE LiS RBOT¿S T DK LOS PLANOS. 

74. jDesde un plinto (a. 3) (fig. 67) situado fuera Se una 
recta acotada c b, tirar uTia perpendicular á issia recta. 

Se une la proyección a del punto dado con* las ¿ y c de loe 
extremos de la recta. Se hallan después las magnitudes c b% 
b" a, i'" e (22) de los lados del triángulo que forman las rectas 
proyecjtadaa en ^b, b a, a Cy y se construye esite triángulo 
(Geom/w Prob. 10), tomando por base la cV aplicación de la 
recta dada. Desde el vértice «' que resulta de la construcción, 
se' tira la ¿í' ¿ perpendicular á{?¿', y por d la perpendicular 
de éils, proyección c b deis, recta dada. El pié e de esta per- 
pendicular, cuya cota se, halla fácilmente (31), determinará 
con el punto dado la perpendicular que se pide. 

También puede resolverse est£ problema,. uniendo lapro- 
-yeccion c (fig. 68) del punto dado con lá del que tiene igual 
cota en la recta, y haciendo girar á esta alrededor de la ho- 
rizontal (3 — 3) hallada. 

Un punto déla recta, tal eoino el proyectado en b, «e mo- 
verá entonces en el plano vertical cuya traza es (3' — 8), per- 
pendicular al eje derotaciou. Cuando la r^cta que se mueve 
haya llegado al plano horizontal de cota 3, en que ejeontainós 
las constru^ione^, estará representada en el plano en su ver- 
dadera magnitud. 

Esta magnitud se obtiene hallando la (3' «—8'), de lá recta, 
proyectada en (3' — : 8), y llevándola desde 3'j coja el radio 
(3' — 8') hí^sta e^ncontrar á Ia.j)jf0loj3i^a<ci(9:n de (3' — 8) en 61 
punto 8", ... ; i .; : . 

• Uniendo ahora los puntos 3 y 8", la recto (3 — 8'') será la 
aplicación de la recta dada al plano horizontal de cota 3* . 
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Tirando desde c una perpendicjubir <: ^ 4 esta tecta y desde 
klh ha paralela á (3' ^ 8"), el puiito a será lá proyecciari del 
pié de la perpendicular que buscamos, cuya cota se hallará )en 
la escalavdela recta dada; .' 

Este punto hallado, determina con el dado la perpenciícur- 
lar que se pide. , • .' ' .' < :. : 

75. Hallar la distancia de un punto tt' iúüa &e6ta . 

Está distancia es'lá perpendicular tirada desde el punto á 
la íecta. Tirando esta perpendicular (74) j se halla su verda- 
dera magnitud, que será la distancia que se pide. 

En las {fl^s, 67 y 68^ la;perpend.icular A jue no« referimos 
está en su verdadera magnitud en el plano horizontal de 
cota 3. ^ ' 

76. Desde %m punto dudo (a.. 3) (fig. 69) de una recta situada 
efiunplañonertical, levantar tcnlz perpendicular á esta^ en el 
mismo plano. . 

Se aplica la recta al plano horizontal dé proyección, y en 
el punto 3' de esta retfta (O — 5') aplicada, «e tira una recta 
c ¿, que le sea perpendicular, la cual cortará á la proyección 
de la recta dada en un punto. ¿, cuya cota será cero. 

Los puntos (a. 3") {b,0") determinarán la perpendicular 
quesepide. 

77. Por un punto (a. 3) (fig. 69) de una revta dada, hacer 
pasar un plano perpendicular á esta recta. 

Debiendo ser la recta d^a perpendicular á todas las que 
en el plano que sé pide han de pasar por su pié, Será perpen- 
dicular á la linea de máxima pendiente que ha de pasar por 
el punto dado en el plano que se busca, y ambas rectas esta^ 
rán situadas en el plano vertical cuya traza es la proyección 
de la recta dada. 

Tirando en este plano vertical una perpendicular á la recta 
dada desde el punto también dado (76), la escala de esta peí- 
pendiculai' será la del plano que se pide. En este casóla escala 
del plano pedido es la a í, que en el problema anterior resultó 
para la perpendicular en el punto (a. 3). 

Sé vé, por lo tanto, qué cuándo lin plano es perpendiéulasr 
á una recta, la escala del plano es' paralela en proyección ala 
de la recta y la acotación crece en sentido contrario. ' ' ' 

78. P&r v,n pumtó temado én una Hcta tirar perpendicula- 
res i esta recta: 



Se hace pasac por el pi^uto un plano perp^04ÍCTlap.;¿ la 

Todas las rectas que pasen por el pinto dadq, e^ es^te pliSir- 
no (53), s^án pe?^i^ic,Hlares 4 larpcte da4a (Gf¡9m. 54^;. 

79. Desp^ VR., ipí^ítí(? (a, r) (%; 70}^ áií ,wi plfim. vertical 
4i^ar m^WV^^^^i^^T ii^ reútíi(^eí,misn^,jpiamprPí/iecta'- 
da 691 eá. ••..»..] 

.-' ,. Aplicaremps^ la reciba .flii.p^^p.4i^ pjpoyjwjoiwj^'^n: 6i,2>;5y el 
punto dado en A, tiraremos la perpendicular A d d^e3d6.;dl 
pjj^lito á la weta, yrprciy^otw^o í ep. l^ r^Qta^ila íí (é i acotada 
.se^'áiaperp^ndii?i^l^rrqi^.ae.piíle, . ■ . !, ' './ 

Se tira por el punto dado un plano perpendicular á la.r0cta 
(77], S€íl>alJ:fi la intersección de ee^ie. plano coneldaílo {fi&) y 
^ta se^•éla'pe^pendicvlla?^quese^bu8.^ (©eom. Tei!Wff.l42íy r©r 
ciproco). < 

,^^&l, Dadf^imjm^to (a.(4) (fig:, 71) situado ^n-^ un plano P, 
levantar desde él una perpendicular :al pldM:. • . .' rij] .. 
^s^a línea hadp ser perpetidionliir 4 la horizjíntoi die^ cota 
4, yá laliíiea de máxima pendiente; del pH^noi. oorr^fiíponT 
diente al punto dado. . i '• : :-; 

Además, estará en el. plano veiíic^ que.tien^' por traz& la 
pftra^lela tirada por a é la escala del platio. .Esta paralela aco¿^ 
1?aia:seTá la.lín^ade máxima pendiente que pa^a por. el puntp 
^enel plano. . .: j; . : n 

Se aplioa esta, recta al plano Jtorjjsontal y se tira la pei'penr* 
dicular ¿ ella deade el punto^' (76) dado, la cual cumple con 
las condiciones que hemos indicado. ; .->;; 

: Las escalas dependiejDfte. de. eátf^ rectasi, perpendiculares 
«ntre sí, son; i^uaJes;' pero inversas á partir d^l .punto dado*.» 
EatD se verifica siempre que la pendiente de las rectas es de 45**. 
82. ^ado un puntp (a. 3) {ñg. "70) f^er a' deimiplam Pt i»- 
J^r m4^pe9penfíicu¿ará estfi. plano. , , 

Se harán las construcciones siguientes: ; 

!,• . Se tira por a una paralela á la encala dtí plano, dado.(35) 
y esta paralela será la línea de máxima pendiente- del planOv 
la cual pae^ porv el punt,Q dadov, ^v. . t^ " 

2.* Se aplic^ esta .líneiifc,; en m^í %l pltoo borizontal de tsota 

5 
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^'■' 3.^ Se tira flf } perpendicular á'i;¿^. . ' 

4.* Se proyecta el punto 5 en c y se determina sú cota 5;6 
e¿ la escala del plano P» .' ' ' ^' : •/' .<' T 

La c ¿^ acotada, será la perpendicular q;úe se pide. ^ • ' 
'8®-. JBkUar ladistaficiárde un punto á un plaño. ' - ' \ 

Esta distancia és la perpendicular tirada al pltóo de&de 
dicho punto. '• ' 

Para hallarla €fs preciso verificar las siguientes construc- 
oioñeá:' ^' ■ ■■• • '• ' •: ••':■' / ' 'Tfíjo 

1.* Tirar por él f^tinto dado una perjuendiculai' ál t>láno-(88)L 
2.* Hallar la intersección de esta taCtaeon él plaño (68);"^ 
3.* Hallat la ma^itud de la recta que une el punto dada 
con esta iúterseccion (22), y está será la distaódiá qué ¿e 
pide. " ' • •-•'.'•; .1 ._ ''>' !• '. ' '. 

84. Dada una recta acotada, cufá proyección es ú iñ "(fig^u- 
ra 73), tirar por ella ím plano perpendicular A otro plam 
dado P. ' 

Desde uno de íos puntoB'(a. o) de la recta dada Be "tira una 
perpendicular al plano (82) . ' ^ -.':, 

Biplano de estas' dos* rectas (59) es él que se- busca; pues 
ademán de pasar por la recta dada, és perpendicular al plané 
dado, (Geom. Teor. 141). 

' Para determinar este plano, se une elpiíntó-d:, proyección 
del de intersección ¿de la recta y él piano, con él pünUó' 'déf 
igual cota en la recta dada, y se tendrá una horizontal <M? 
plano que se pide; la cual, con una paralela á ella por. el pun*' 
to a nos determinadla éiscaía E de pendiente del mismo. ' 

85. Sallar la distancia entre dos .pianos parálelos P, P^ 

(fig. 74). • ■ " :'•^ • -' ^"- ■-■■'. 

Esta distancia és la longfitud déla perpendicular tiríMfe á 
uno de lóá plattos,* desde 'un punto tomado en el otrO; ■• ■ • 

Se traza una páralela'¿?í¿ á las escalas de los planos dados; 
en el plano horizontal dé cota 8, y se aplican á este plano lias 
lineas a, a', que son las de máxima pendiente dié los dad<3^j las^ 
cuales tienen por proyección comüñ'á lac'¿:' ■ • • ' ^' 
• La^ distancia m ^ totre las rectal áf licádus-^ y a' es la iñag- 
nitud quésé'buaea." ^ '^ ' "•■ ' - "' • " ' r 

86. Hallar la distancia entre dos rect>aspaMltlas. ' 

' Se baza'él plano que íMláfe 'deteréaiñanf (59). -« - 

Desde un punto de una de ellafá| «e tii*a éXi este.p)anO'" una. 
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peQ)e?kiiiculi^r á la. otrí^ (?0)yy ^ baila la, verdadera magnitud 
de esta perpendicular (22). :, r, ;: 

; jB?. Mallas ladüúancm. entredós rectas del espacio, que se 
>crman sin cortarle. ^ / 

, . Esta: distíiíjcia e& la linea perpendicular . á la vez , l^s do» 
irectasi dadas. (Q^pín. Pro.b.5<)). , ».. y» . ' . 

, ,.)Paca.r^Qlver«S(t^. problema, barepaos las siguientes. coas- 
truociones:., > . Uv ; ; . .^ : 

1.* Por un punto de una de las rectas dadas ít, ae tira urna. 
paralela c á» la .otra recta ¿- (35). 

. r?.^i Se. coAstrpyeíil -plaftoide la^ ^^ Ci (^9). ; . ... 

.3,* ,.I)6sdQ,un.pi3iiitp dpla &egimda| ¿,. sf> tira una peírpectT, 

dioularáesterpjaao (§3),. ., v, . .; , . ,. ..; ,;r. ;,) 

4«*. 'Se-íxalla .la 4í>terseccÍQíi de esta: perpí^ndiculajf y el pja- 

íio á qu/^ lo es!(68). Este punto, y el dado , determinan ia r^ctia. 
que se pide. . 1 •. 

,5.? Se halla d^spuef^.eu verdadera ^magnitud {22}. J 

' ,„;; ÁMQÜLflSDE EAS-EBOJi^ T DBIOS PU1ÍD8, . , j 

^ ' l ' T T ' * ' 

,'» > • •! ' I • • ■ ! I • ' t . • • • ' • . ,. V ■ . •■ . ■ ! • » 

I ...,,. i n. . '. . ' j V : . .1 . . - ■ 

.,88. \Ií(UUrd ángulo de d(>s\r§ctas dot^da^^ ) - , • . / \ 
., ., Si. las. rectas "daidíi.3^fueseú í acotada (fig. 68),. y la quei 
•qifjedf^i^a deíterapainaí]^^ uniendo los piuitos (c. 3) y (b. 8), baria* 
mos girar el puuto proyectado en í, que serjia^ la intersección- 
de ambas rectas, alrededor de la horizontal ^ í: de cota 3, con 
lo que dicha intersección iria á parar á ¿ (74) . Estando los pun- 
^, tíí y 5 en un misócfipTÍÉ&^QjizQÍitairdAieiído d con e y con 
(?, el ángulo edc seria el de las dos rectas dadas. 
89. Por un punto dado (c. 3) (fig. 68) Moer pasar una ree- 

(^.gMíf^f^me^o^l/i{^h (m^ . . , .; 

], Sg^i^püjBftíJ^jrfí^í^i dadárdíi plano iipíJÍi5ontal que,ti^neia >cp-. 
^;3 det^pqntQíd^do Cí,bíMíiéi^^Qla gira^. alrededor de l^ hovh. 
.3KPi^ifi^.q^^)feiei^]d|iGba cc^tahy^^ recjbá aplica4a..Se/ 

hace pasar por c uña rects^ que forme, cpii la ,^ ¿; .i^n ángf^Jp 
iÍgfu^)al.dí^dQ (Gí^Qm; Prqb^.r 7}, íPoiftJjO^qiie.se determinará un 
B^tfft4;9f4^Laop^i¿?j/q«e s^rí^Jta ii^tefsiecgíOjQde efl[ta<5 dos retótas^, 
Bajando desdft ¿ílfiLp«^rBeí^d|piJAT,4;^ ¡al ej^> del giro, esta 
<íOift^xékéf^^.v^S^% dí^da^A, ea^ un pupío,4,:Ty elíbrTS) ae^la 
prpy^<?eÍ9ínjicpta4*delvé?tí(Cei4€^ ^í)g*»ío \!^ í^JWfM^?^? 
d^))Qpcn^Sm.»y^ ^ ,^sp9ifimii^]íQctfi qnet.\i¡if^ ^^ cpn ^,s?ria la^ 
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J^poyecdóñ ácótádá dé la que paéartdb pof ((i. 3), formaría ison 
la dada e i él ángulo que se pedia. -"^ '" '^ ' '^ • ' - 
90. SUllut el angelo qübt dosplmú^ dítáos fdrríimmtre^H. 

Por el punto c (fig. 59) de la proyección )¿ )^ de la iMté*--^ 
setícioü d^e io& plañes dadotí, fee traza^ Una p^péllüiculaí< á esta 
linea, hasta que corte en ¿jj y é alas hónzóñtaies de<5oil;á5, en 
cád^ uno de los planos. Lia ¿i I será'una Ii6ri2(!íntal de efetá ¡co- 
ta y al mismo tiempo la traza de un plano perpendicular & lá, 
ifitetsecicicm w» í^. ; •- 

Apliquemos esta intersección al plano* horibóñtaí de cb^'5^ 
y sea ^ o la intersecoioü apli<iadá; tií^éílnós por ¿ laií ^•perpe'ñ- 
dteular t%oy e&tápeVjfebdióülar sériá la'tóáfetíitüdde la rec- 
ta, que une el punto ^, en que la m í^ certa al íiiaBoperj)éiiaí— 
cttiér á ella y cuya tt^¿a fes tí ^, con el punto'í?,'pr<^;feccioií^e 
tó interseéción-de ^sta-tíazá cbü él' plano perp^ndiéuM^á^llá. 
que pasase por la recta mn. ■ ' ' 

Llevando^ é j^^dr uníárco dé oifiíijtló; iitófeüdoiel^untó t 
con los ay b,y trazando las rectas taj t b, el triángulo ati 
serálaaplica¿foñ álplaüó horizónM/de'Cbia S^ -'Sel que for- 
man con la traza a ¿del plano perpendicular & os,^ las tectas 
t a, i bj que en dictíd plano pasan por síi^]^íé s\ y qüe|iól' lo tan- 
to átoñ jíerpéndiculáres á h s, que es ja^iñfeAeceion dé fes dos 
ptoÉéís: luego el ángulo a 1 5' qué estíts'perpétíaifcütóres Sjrniáiít 
és él ángulo pedMó. '' 
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LINEAS^ CURVAS* ^ 

91. Una curóla A fí^Cvdel espáétó '(%/76),^se feííl^8entáí:'etí 
géfíéító; por sü- pí'oj^eScáoá abo sóbíd «4 flímo^&(«'i¿€íi9ftal. de 
com^fei^feiofa','^ ifes'tóot'áfej áe variíys i($é feu^ pü!^^osI Estás^cííttó 
y la ftJí;ma dfe la prój^eééioñ ^üéd^ñfeér^í¥ ptó*ÉÍ tíétertoiriáf Itf * 
lüitTtí'áíeáa'dtela^^fvá representáüáí' •''''• '' ''' - -' 'I '^''- 

í^ XJñ&'éÜí^á hbc áíltfaídá ^ eí Btóaadé^próyíecéioiní'etífíléí 
cñfcir^Wfta^feus pntitbs' tienen ía imísMá'CótfetW; • i«é|ííésénta' VííiíW 
(ítír^a-áítíeÉail¿éiieípla]Gto%óí^i»^^^ ' ''• 

^•' 6iTa^róye¿dKn-*/6'fe'^ (fi^. 76] é« tó' dé «Aa ciffctínferéfi-^ 
cüálLí é^itüadá en' el'pl^nb horiÍ(ml¿l de- cb«ét '^^-la cni^a W^i 
píeáfeñ'táda' 8érá tatófeíefa üba cíícfeáféiíencia, y felftálarfi acotad 



trés de sus puntos con el numeré 'ft; que espréfia'la^ cota. 'del 
plano. La cota ?t de A es 21, é. • 

Para construir en estos casos la curva representada, no 
habrá mas que cortar por un plano horizontal tirado á la altu- 
ra de n metros sob^efQl 4e^po;mjprapíoii, la anj^jj^cie cilindri- 
ca cuya directriz es la proyección dada y cuya generatriz es 
la vertical proyectante de uno de los puntos de la curva. 
. 92. Si la pfpyeccJQn a, i (fig, ^^j.es^ una recta» j loa pu i;itos 
acotados iiQ están tpdos situados eíi la recta que determinan 
dos de ellos (33),, la ¿íé acotada representará jina curva Á^^ 
situada en uu plano verticaL ' . , - r ^ . 

. Si ehtisi curva es cerrada (ftg^78), á cada jpunto'de la pro- 
yección correspQnden dos cotas, á.escepcion de los^puntos ex- 
tremos, que cada uno es la proyección de un ^ solo punto .'de 
ella». . ., ':*..' 

.Cuándo son dos, r, i'\ (fig. 79}, 6 mas, las curvas situadas 
en un mismo plano vertical^ se acentúan de una niisma má- 
n^ra tpdos los puntos que corresponden á una misma curva, 
para poderlos distingHir de íos de otra^ cuya con^un acei^luá- 
cioji^erá ^distinta de la que tienen los ^püntos/de'ía primera, 
Un^ tercera curva teridria sus puntos acentuados de diferente 
modo qyé las dos anteriores, y asi s^^ , / . ' 

VB,mcons¿ruir eñ Qstoa ca^os la curva' répresetiiáda, no 
habriá mas qué seguir el método general de let¿ípítí|,r j^erpen* 
diculares al. plano de compara^cion, en las pifóyei^cionés de los 
puntos acotados, y tomar eií estas perpendiculares, que deter- 
minarían un plano vertical, las alturaá maícaSa^ 'tor la¿ cotas." 
La curva que hiciésemos pasar por los puntos asi determina- 
dos, seria la curva cuya representación nos era cóíiocida. 

93. Toda curva cuyos puntos están diferentemente acota- 
dos, representa eú general úná'cu'fva del espacio; plana, si el 
plano que pasa por tres de sus puntos ,(58) contiene á los de- 
liiás (50), y de doble mrt)aturd¿ú eátp'no ¿éVfeWíicá. ' - '^' 

Se reproduce la curva representada,' toiháriófo én las verti- 
cales de los distiiítos puntos abotádós, lá^ áltá'tóá^qüélas io- 
tas índicáii, y hacíeüdo pasar tiíi'á' ¡curva coníltuiá por títe pun- 
tos así determinados. ..i' .: ' •f!';¡7í .. ; ; r j. 

' ^é vé; (j[Üé cuánto mayor áéfe'éínümérd'ae'puntosa^ 
t&ñtó méjdi*'*áéí érmitiaidá ¿stárá la óulfvá: ' , " ' " '*^' - ' - . - 
La (fig. 80) represienta üna^^ñc(?,''i^-la(%!-^^^^^ 



cien acotada* Esta proyecqioa es una c|¡*eunf($reDcia, dividi- 
da en partes iguales por los puntos. de cota entera*. | . 
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iSUPEÍlFICIES CURVAS. 



94. ¿as siipierficies curvas se representali, en general, por 
las proyecciones acotadas de los elementos necesarios para de- 
terminarlas.— Asi, un cono se representa por las proyecciones 
acotadas de su base ó directriz (3 — 3' — 3") (flg. 82) y la del 
vértice [v. 9,8); pues uniendo í? con un punto cualquiera r, 
ñ..,, déla basé, se tendrán las proyecciones acotadas vr, m^ 
de las generatrices del cono. 

Suelen dibujarse las proyecciones, que resultan tangentes 
á la base, y son las de las generatrices que' determinan el con- 
torno aparente de la superficie en él plano hbíizontal. 

' 95, Una superficie cilindrica se representa por. su diriec- 
triz B (fi'g. 83), cuya cota suponemos ser^el número 5; y una 
de las generatrices acotada k^; pues 3é podrán determinar, 
cuantas gerierfitrices se quiera, tiraiidó parálelas á la g'cne- 
ratriz dada, desde los puntos dé la base. Se trazan por lo re- 
gular las que determinan, en el plano horizontal, el contorno 
aparenté de la superficie. ' -- ' .... 

96. Las superficies de revolución se determinan por un 
meridiano y un paralelo. ^ •*.".' 

97, VxxsiSupérjicieffdUGAa, por sus directrices, y el plaño ó 
cono director. ^ " ' ' . 
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. 98. Dáda^ma isn;pprficie cónica y un pinto (a, 4,7) (fig. 82)', 
determinar si este se halla, en la suj^rficie-. .... 

Uñase. pl.punjto a con la proyecciqu í? del vértice, y pjrqlón- 
guese 1^, recta q;ue resulte, ha^ta encontrar en n á \^, parte 
cóncava de la circunferencia. 

La xepta 2? pj,. .^á la.geí^erajtri;^. cuy^ proyección pá^a jpor 
la del punto dado; se vé siel^ punto dado esté .9¿e^l^átecta (33]^^. 
en cuyo caso estará también en la superficie. ., 
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Esta generatria f);t perteneee á la parte vista de la super- 
ficie. ' - ' ••■•-"' 1 ^. '.-.Jm'- "..•.. • : 

El punto ^royiectado Qn <jp, es*ará en la genétátviz i)n,jeí 
punto cuya proyección es d, y cuya cota es 5'^1, énla genera- 
triz oculta 'í?^. ' ; : . . 

El punto a puede ser también íá piróyéfclcion dé otro punto 
de la superficie, situado en la generatriz oculta i>m, prolon-r 
gada por debajo del plano de la base. El punto 6 puede perte- 
necer también á otra generatriz viáta, -que sédeterminaria 
prolongando la t?r hast^^ j^nQontr/ir.já Ja parte, cóncava 'de la 
base. 

99. Por unjmnto (a. 7,8) (fig. 8.4) Htmd^ m%na s%'peTfi^ 
de cónica^ tirar un plano tangente á esta^ 

Se traza la generatriz qua pasa por el punto ^áo (98),. y 
la tangente T á la base deí .gono en el pié^'de la generatriz; el 
plano de estay la tangente ,T, es el plano que ;se,,pide. Para 
representarle, se tira po}c v v^na paralela 4 U t^n^ente, qije 
será la horizontal de cota 13 del planot La ^ perpendicular á 
estas dos paralelas será la escaíp. É del pláiio tangente al cono^ 
y que pasa por («, 7,8) . , 

Si el punto es dadq por su proyección solamente,, el pro^ 
blema tiene dos soluciones P y P' que corresponden á las dos 
generatrices vn,vm, cuyas proyecciones pa^an por a, y las 
tangentes respectivas T y T'. . ,,(-,. 

100. Por un punto dado fa^ 8) (fig. Sb)/uerardeunasuper^ 
Jide cónica^ hacer pasar un plano tangente está. 

Se une dJ con la proyección v del vértice del cono, se halla 
la trazan (38) de esta recta en el plano horizontal de cota 5, 
en que se halla la base (Jel cono, y se tira por r -una tangiente 
T á esta base. ; ... 

La paralela á la tangente, tirada desde f?, será la horizon- 
tal de .cota 12 del plano que s^ busca, y la perpendicular É4 
esta horizontal y á la tangente^ la escala acot^d^a .d^l mismo . ;. 

En efecto, este plano, pasando por la tangente T, será 
tangente al cono> y como ademí^ pasa ppr r a (pX), cumple 
con las condiciones pedidas. , ^ , ,. 

Este problema admite otra solución, correspondiente á la 
otra tangente que puede tirarse por r á la base del cono. 

101. Hallor la intersección de un plano eafi uM Mperficie^ 
cónica. 
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Se traza^^ las generatricAs d^l conQ: qué se orean necesa- 
rias, y se determinarán sus intersecciones respectivas con el 
plano da^p. (|5$). La curva que paise por lo^puatos asi dflter- 
i^inados , es^ la intersección del plaüo y la superficie ♦ . . i . 

102. Los problemas de que acabamos de ocupamos, 3e re- 
suelven de uajiarm^nerai axiiiloga,,. cuando se- trata de uiía su- 
perficie cpíndric«k > . . ; 

BBPpSi;í{TAj;iÓ;f, PÍE LAjS SUPERFICIES PO^ fflJMAS DB NIVEL. 

A. 

' - f * • . . ' ' * 

' 103. 'tlcprej|»cnÍai^lon dé la« superficies.— Supon- 
gamos un cono recto, cuya proyección vertical es ¿' 'v' b' 
(fig. 86). Si dividimos su altura a7>' en partes %uales, y por 
los puntos de división a\ a'^':.,. liacenios pasar planos hori- 
zontales, cuyks trazas serén P,' F'..., las intersecciones de es- 
tos píkncís' cotí' la superficie 'conrea, serán circunferencias 
("Geom.'^^r: 162|;' que tendrán 'respectivamente por radios 
las' rectas áf'b^ m' á"...: y qué' séígun la icopdícíon á que los 
|irán.os saiiáfticen, s^ proyectafán hori^ontálíneiite, en su ver- 
dadera inágriiíüd,' Según las circunferencias c, d..... 

Estas proyecciones han recibido poí eí^ténsion el nombre 
dfe curvaos' Be mveVó ¿lás iproT^ikmeníé secóiofies ó curms Ao- 

104. Sí léi proyección vertical, "de la superficie es 5' i>* 1/ 
(fig. 87), y la suponemos engendrada pbr el mdvíiniento de la 
línea quebraba i)' &d 5', alrededor del eje Vertical v v\ las 
curvas de nivel áeráii también círcunferenóiaá, y se proyecta- 
rán del mismo modo . ' ' :. ! 
' 105. Elamitiañdo la representación dé las su^rfibiés de 
íeVolucion^ cuya generación hétnos considerado (10$ y 104)^. 
podemos establecer los principios siguientes: • <• » i - 

1.® tíu^io'iinüsnpeTfitAe-esta engend'^áda p 
'nttta{^g* ^^;la 'distancia entré las ^cú'rvai^ de nivel cónsectc- 
Uvas y contada en dirección normal A ellas { es una lonaitxid 
éonstante. ' , ' 

En éfed», siendo «? ¿ la proyección de la gene r'af rife 7/ b', 
setiene bc = c d=de = ev{2S). . ', ^ . ' ^ 

2.** 'Lá'^éndtentté'de los elementos b' c'^, C d' 'es tdMien 

■'• ■'-''•■ ' "i: ' - ■•' ' ■ &'m ' dm ', '' ' * "' 
cenante. Bn* efecto, la de b' ^ es — =« *— , y la de c^ '^ks 

mV cb / xvv^ 
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d'% d'n - 

= — - (25); y estas fracciones, así como las que expresan 

nc" de 

la pendiente de. los demás elementos, tienen iguales .sus nu- 
meradores y sus denominadores. 

3.^ Cuando la generatriz está formada de rectas jfue^ tienen 
Í7icUnaciones diferentes entre los planos secantes, las curtías, 
no equidistan^ y la n%ayor separación entre ellas pertenece d la 
menor pendiente de taparte de generatriz que se considera, 

c'm c'm 

Eiji efecto, la pendiente =?= (fig. S7) de la porción de 

mi' ch 

d'n d'n 

generatriz C 5', tiene su numerador igual al de la = - — 

nc' de 

que corresponde al elemento c' d\ y su denominador ^ í es ma- 

c'm 

yopque el ¿c de la segunda; luego el quebrado es menor 

cb 

d'n 

que el , y por tanto c' h* tiene menor, pendiente que c' d\ 

de * 

106. Haciendo extensivos estos principios á las superficies 
curvas de formas irregulares cualesquiera, . determinaremos 
el relieve de una superficie, por las proyecciones liorizontales 
de las curvas, que resultan de las intersecciones de la superfi- 
cie, con cierto número de planos horizontales equidistantes. 

Esta manera de representar las superficies, dá una idea 
clara de su forpia, y de la rapidez de su pendiente, en el sen- 
tido en que se quiera considerar: teniendo en cuenta, que la 
mayor separación de las curvas corresponde á la menor pen- 
diente, y al contrario. Si en alg'un punto viniesen á concurrir 
dos ó mas curvas, nos darian á conocer que el terreno era 
vertical cortado á pico en toda la extensión que las curvas 
tuviesen común. 

107. La zona comprendida por dos curvas de nivel conse- 
cutivas c y c' (fig. 88), se considera engendrada por. el movi- 
miento de una recta m n que se apoya constantemente sobre 
las curvase: y e\ La superficie que la generatriz m n engen- 
draria^ seria una superficie gaucha en general; pero admi- 

6 
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tiendo que las curvas estén bastante próximas, para que la 
generatriz pueda suponerse normal á ambas directrices, la 
superficie seria desarroUable; puesto que para pasar de una 
posición á otra infinitamente próxima se mueve sobre dos 
tangentes, que en la suposición que hacemos, sé pueden con- 
siderar constantemente paralelas para cada posición dé la ge- 
neratriz. ' ' . 

108. Lineas de máxima pendiente de las superficies. 

La generatriz M N (fig. 89), normal á las directrices por la 
ley de generación de la zona comprendida entre las curvas 
de nivel C y C, y situada en el plano de las tangentes (107), 
será también normal á estas tangentes, que tienen un ele- 
mento común con las curvas respectivas, y por lo tanto, será 
la linea de máxima pendiente del plano tangente (4Í). Esta 
línea es también la de máxima pendiente de lá superficie. 

Si proyectamos el punto M en el plano horizontal que con- 
tiene á C, N Í7J será la proyección de la línea de máxima pen- 
diente M N . Esta proyección es también normal á T, y á ^' 
proyección de la tangente T' (41) y por lo tanto á las curvas 
C y c', proyecciones de las curvas C y C, en el plano horizon- 
tg,lde la curvaC. * 

109. Si desde un punto a (fig. 90) de una superficie, se 
baja la normal ¿^ 5 á la curva inmediata y desde i la b d, nor- 
mal ala curva siguiente, y se continúa este trazado de nor- 
males, la línea ab de^ será la que tiene en general la niáxima 

' pendiei}te entre todas las trazadas .en. la superficie por el 
punto a. 

Si el punto a estuviese en la zona comprendida entre dos 
curvas, la línea de máxima pendiente, que le corresponde en 
la superficie, se hallaría del mismo modo. 

Esta línea es en general de doble curvatura. 

110. Cuando la superficie es convexa en sentido horizon- 
tal, como representa la fig. 91, se pueden tirar tres normales 
«,í, a V,a b'\ desde el punto mas saliente ¿? de una de las cur- 
vas de nivel á la curva inmediata inferior. La normal ¿25 ¿" ti- 
rada desde a al punto mas saliente í'' inmediato inferior, es 
una Únete de mínima pendiente en la porción ab h^ déla su- 
perficie, por ser a b" mayor que todas las denlas rectias tiradas 
desáe ¿? á la porción b b" b' de la curva inmediata. " ' . 

La línea ¿? 5" d" e" , dé mínima peñdiente,'divide álá su- ' 
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perficie en dos porciones ae!'mya e" n^ á cada una delgas. cua- 
les corresponde para el punto ^, una lin^a de máxima pen- 
. diente ¿le^ ae\ Otra recta ujc seria de menor pendiente que 

¿í¿ (105.-3.°). 

m. Si la superficie es cóncava en sentido horizontal, no • 
habría desde a (fig. 92) mas que una sola norn^al a í A la cur- 
., y^ , inferior. Toda otra recta ae tendría menor pendiente 
queúí.í. 

ÜB^abc d, seria por lo tanto, una linea de má2;ima pen- 
diente. 

PROBLEMAS DE LAS SDPBRFME8 7 SUS NÓRMALES. 

112. Sallar la indhiacioTí ó pendiente de la normal cuya 
proyección es mn{ñg. 93). 

Siendo mn \sl proyección acotada de la normal, su pen- 

mo 
'■ diaite seráj» =^y. a=^ (25); siendo o nls, normal aplicada 

í¿ plano horizontal de la curva 2,yom la equidietaticia ^e los 
planos. Llamando e áesta equidistancia, y ¿ á la longitud de 
la proyeccÍ0n/i» n de la normal, tendremos 

j»«=tó*tíí = — [5]. 
. /• 

113. jpadas dos cv/toas. de nivel con, sus cotas resjpectivas 
(fig. 93), determinar la de un punto comprenfdiidQ entre ellasy y 

[qtijfaproyeccionhes dada. . . , 

,, . Se tira por b la normal í» ^ á las curvas, con lo que se tie- 
ne la proyección acotada de una recta de la superñcie» en la 
cual estará la proyección b del punto cuya cota se busca> y 
., estaremos en el caso del problema 23. 

1Í4. Dadas dos curvas de nivel con sus cotas, respectivas 
(flg* 93) y la cota que corresponde 4 ^^ P%V^to déla normal ^ 
cpya proyeccipf¡^ ^ m n, hallar, la proyección de dicho punto. 

Se tiene la proyección acotada de la normal m n, gn que se 
halla jej, planto A^ya cota qs dada. La proye^icion d^ este pujato 
se determina por el problema 24. 

.115. . J)(^d{i una superjkie por las proyecciones -^y las cotas 
desús c^rv^,lujrií^7italesyJiallg,r,1^,proy^^^ curva 

de cota intermedia dada^ 2^bjpoT, ejemplo. 

Se trazan laá noímales n\ n[[... ($g. 93). ^níre Igs cwyas 2 



1 



- - 44 r- 

y 3, cuyas cotas comprenden á la que ha de tener la curva 
que se quiere trazar, y se determina én cada normal la pro- 
yección del punto cuya cota es 2,5 (114). La curva r s que 
pasa por estas proyecciones es la curva pedida. 

116. Dadas las proyecciones de dos puntos situados en una 
superficie representada por curvas de nivela hallar la longitud 
é inclinación de la recta, qxie une en el espacio los punfos cuyas 
proyecciones son dadas. 

Se hallarán las cotas de estos puntos (113), y á continua- 
ción la longitud déla recta que los une (22), y su pendien- 
te (25). 

117. Dadas dos curvas y un punto m (fig*. 94) de una de 
ellas, determinar una recta de pendiente dada, gue vaya desde 
m á un punto de la otra curva, . - 

La longitud I de la proyección de la recta que buscamos, 
se deduce 4e la ecuación [4] (25)^ en la que se ooaocejp, que 
es la pendiente dada, y d, que es aqui la equidistancia e de los 
pltoos secantes, que han determinado las secciones de la su- 
peracie. Tomando en la escialala magnitud / calculada; y ha- 
ciendo centro enm&e trazarái, con ella como!3fádio, uuarco 
que cortará á la otra curva en un punto c, y entonces c m será 
la proyección acotada, de la recta que se busca. 

Este problema admite en general dos soluciones, pues el 
arco tíazado puede cortar á la curva en otro plinto c', y la 
recta m c' cumple del mismo modo con las condiciones pedi- 
das. Puede ser también imposible, cuando el valor de I resul- 
ta menor que la normal m g, tirada desde w á lá otra curva, 
• ^ y tener una solución, duatido dicho valor es igual A la longi- 
tud de esta norm'áL ^ 

Otra proyección cualquiera m ef-correspónderia á uña linea 
de inelinácion diferente. . ' \, 

En éftcto, sea V la longitud áe m d> m c 6 Aem g <m c\ 
llamando jp- á la pendiente de esta lineá¡ tendríamos para ella 

- ' ' ''^ " . • . ' . 

p< ^ — .; de donde resulta ^=^í?'x V. También deduciriaínos 

# r 

'' de la écoadon [5] (112) e =^p x Z; y comparando esta ecuación 
can la ántetibf tendrianiós/ x V ^p>il\ y cómo suponemos 
que esl'>l6r <l, resultará/ <j9 6/ >p. ; 
•118. Dado ún punto A- (fig. 95) dé' ílná supérjíéie^ Vtazar 
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desde él en la misma supe4'Jkie, i^m linea déyendienfe dada. 

Conocida la equidistancia <?, y la pendiente j» áada, halla- 

riamos la longitud I que noe ha de dar el punto ^, y la km 

que tiene Ifii pendiente di^la (117). Si la équídistáücia Üe las 

curvas fuese 5 metros y la pendiente jo = — , encontraríamos 

c. ;• ]■ -' 100 

I = 100 metros, y esta magnitud seria la que deberiamos to- 
mar éñ la escala para titilar el árcbj (fue en su intersefecion 
con la curva de cota 10 nos ha de dar el punto m, 

A partir de' w y con el lüismo rédio, determinariamos del 
mismo modo el punto % de la curva inmediata superior; y así 
cointinúando, obtendriamos una línea poligonal A; . j ^. . .^ ^ t? B, 
que tendría la pendiente dada. 

Como la determinación de cada punto tiene ep^ general dos 
soluciones (117}, se haconvenídoén distinguir coií' Io»'nom- 
bres de <?^m^o directo á laUütea'.4íte'ny...; determinada' por 
las scfluoiones, que dan los puntos mas' prójimos á otro fijo B,' 
y camino indiHctoAlñ linea ^>'y ... tikiy os^úntos " pertene- 
cen ála's soluciones que tienden á-aleJaT' del misnid punto B 
laiínea quese traüa. . '-^ ' '. * ^' '"' 

En el problema' de cuya resol^acion nos estamos ocupando, 
el camino directo A m nrst'^'B'ea la mas corta'áistancia de 
A á B, camiíiándo por la supé!*flcie y íriguiendó una línea de 
la pendiente dada. El camino A mnrstv' x'B'setk mayor 
qtieel anterior éñ^ la longitud ar'B; Eí punto a?' resulta de to- 
mar en í?' B desde v' una magnitud igual klt' . ' ' 

' Debemos observar, ^lié lálfeeatraíada como acabamos de 
decir, se áproximaiiá báslante ácóincidir don lastípéi^de, 
'■■ cuando la ourvatur*a iseft tinifoíAief, cbmolen la popéíon A ^ de 
la lii^ea ^ ^ dé ca'iftino díi'étító. ^Jtíéndt^ la> ^pérficie presenta 
ufta parte entróte, la Muea d^ ptendieüte pa6a'éáQ^ig»enefal por 
encima d¿ !a superficie/ co"tíiof*eii los elementos ^ r-y t&j y por 
debirjo flela misma; cuando préáénta tina parte saiientér -como 
le sucede al elemento rs. 

119. iWa traxap, en<g:ánéif al, ia lí'áea nías corta de pen- 
dienle dad» 'étitre' dos puntos-ftjós A yB- (flgi 96), se^raza 
defideiA la iünea'Aíde catóStíoi 'dti^ééto, Jl desde •BlaB'rf 
de camino indirecto, hasta'que'edtaís* linceas sé étiéúéhttén 
= en un -punto v • Enüfences la- litiea ' poligoüáff A m-t 's^t c B 
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resuelve el problema, que en general tiene dos soluciones. 

La otr^. solución se hallaria trazando desde A la linea de 
camino indirecto y de^de B la de camino directo. 

Este problema tiene: muchas é importantes aplicaciones en 
los trazados de los caminos ^ de los canales. 

miEIlSECCIONES -PERFILES. 

120. . HoLUir la intersección de una superficie S (fig:. 97). cmi 
un plano dad^ V .' 

Se. prolongan las horizontales del plano hasta que corten á 
las curvas de igual cota. 

Lo$^ puntos de intersección asi determinados, son las pro- 
yecciones acotadas que se buscan. 

En efecto, ellos tienen su proyección en la3 proyecciones 
de dichas rectas y en las curvas de la supj^ficie, y además tie- 
nen la misma cota que los puntos correspondientes de esta. 
. La intersección que buscamos, se hallará, uniendo por una 
curva continua, lo^ plintos que hemos encontrado. 

Para> hallar el punto culminante m de la intersección, se 
traza la normal (8 — 7), y se hace pasar un plano por ella, 
cuya intersección con el dado será la recta (-7' — 8') (60). 

El punto «^9 intersección '.de (87-- 7) y (8'— 7'), pertene- 
ciendo al plano P y á la superficie, será el punto culminante 
de. la sección. .• 

121. > Hallar la iníerseacion de^^uua rectd R [fig. 98) CQn,{im(^ 
superficie dada "^^ - \ . .: 

§e hará pasar un pilano cualquiera por la rectfi (57), y se 
determinará su iuterseccion Q:aQala;sup^?fiQÍe (130); 

El punto m en que R y Q se.Qpptan qs. uív punto copaun á 
la superQde y aLplano» puQs pert^ia^ej?' átQ; y estando en ej 
plauQ y su proyección ^^ la de \^ x^^%9 .estairá también en R; 
lue^o, es la inteifseccion dte esta.í^ta y la superficie^ . . 
^ , 1?2,, If/ülar, la indeirsfúcion de una Qurpay una superficie - 
irregular. 

Sea S (fig. 99) la superficie y A B la curva dadíi<. .1 

Pesde un pun|;p. ^ de ,cota entera de la curva AB, se tira 
V unaTecta é, un puntó .^u^qui^ra de 1^ curva de nivel de» la su- 
EerfiQÍe,.que tie^lamisiua'Qqta, i- .;. .. < 

t# a i pera una horizontal, y si ^.i^^^ieijios que ee. mueye 



~ 47 - 

paralelamente á sí misma recorriendo todos los puntos de A B, 
determinará una superficie cilindrica de generatrices horizon- 
tales, que cortará á las curvas de la superficie según las rectas 
(8' —8") (9' -* 9'') . . . paralelas entre si. 

La linea (8" -^ 9" — 10''...) será la iúterseccion de la su- 
perficie dada con la 'superficie cilindrica horizontal^ y el pun- 
ta M perteneciendo á S y á A B es la intersección pedida. 

123. Hallar la intersección de una sujperficie y un plano 
vertical. ' 

Sea M (fig. 100) la traza del plano. Si hacemos mover el 
plano paralelamente á sí mismo hasta que- M ocupe la posición 
M-, y le aplicamos al plano horizontal de cota 5, (fue es el de 
la curra inferior de la superficie, Ids apuntos en que el plano 
secante- corta á la curva 5 se habrán Dáovídó tambielí parale- 
lamente á sí mismos, puesto qiie están en 1¿ traza que sirve de 
eje al giro ejecutado para la aplic'acion del' plano secante, y 
habrán ido á ocupar las posiciones 5', después de haber recor- 
rido las líneas (5 — 5') perpendiculares á la traza M. 

Si trazamos las rectas P, P', P", paralelas áM y separadas 
entre sí por lá equidistancia -wt w dé los planos horizontales, las 
rectas P, P% P", serán las intersecciones de estos planos con el 
vertical dado, y serán por lo tanto horizontales de este plano. 

Ahora, el punto r de la traza M es la proyección de un 
punto de la superficie, el cual se encuentra eji la vertical que 
pasa por él; esta vertical se halla aplicada según mn'^^ como 
la cota del punto proyectado en r es 6, n será este punto de la 
superficie; es ademas un puntó de la horizontal de cota 6 del 
plano vertical; luego lo será también de la intersección. 

Eesolveremos esté problema, trazando una recta M', para- 
lela á la traza M, tirando las paralelas P, P', P", separadas 
entre sí una cantidad igual á la equidistancia de las curvas, 
que determinan la superficie, y hallando las intersecciones' de 
cada una dé estas horizontales con las perpendiculares levan- 
tadas á la traza M desde los puntos de igual cota. 

La curva que pasa por los puntos de intersección, hallados 
como acabamos de decir, es la intersección que se pide. 

124. Perfiléis. —La intersección de una superficie y un 
plano, la cual acabamos de ver como se determina, se llama el 
perfil de la superficie, en la dirección déla tfaza M desplano 
dado. -^ • •' •■ ••■:::•■•'-• 
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125. Parat determinar la^forijaja de una superficie en lí^ di- 
rección de una recta M, se halla la intersección de la superfi- 
cie y el plano vertical cuya tíaza es M (123). Nuevos planos 
secantes, trazados en diversas direcciones, darían otros tan- 
tos perfile?, que proporcionarian un conocimiento de la forma 
que la superficie afecta, tan complet/o como pueda desearse. 

126. Si se quieren conocer las infiexione», que la superfi- 
cie del terreno presenta, siguiendo una diíecéion' curvilínea 
dada a í... k (fig*. 101), se determina la intersección de la su- 
perficie dada y la cilindrica engendrada por una vertical, que 
recorriese todos los puntos de la curva dada. 

Se resolverla este problema y se formarla el perfil (fig. 102), ' 
llevando á partir de un punto a\ tomado sobre una horizontal 
indefinida, que representa ¿1 plano de comparación, las partes 
a' ¿% b' &... iguales á los desarrollos respectivos de las porcio- . 
nes a b, b c.^, (fig. 101) déla directriz, comprendidas entre las 
curvas de la superficie; después se levantarán desde los puntos 
ynarcados ¿', c'..., perpendiculares á a'h'y hasta encontrar á la 
horizontal qu^ marca la cota correspondiente á cada punto. 

La directriz dada, puede componerse de elementos alternati- 
vamente rectilíneos y curvilíneos. Entonces la superficie en- 
gendrada por la vertical, se compondrá de elementos planos 
correspondientes á los primeros, y elementos cilindricos corres- 
pondientes á los segundos. Se resolverá el problema del mismo 
modo que el anterior, y el perfil se obtendrá tomando sobre la 
horizQntal que representa el plano de comparación, las longitu- 
des de las porciones, rectas de la directriz y los desarrollo^ de 
las porciones curvas. 

127. Dado íin perfil T (fig. 100) ysu traz(^ M, determinar las 
proyecciones j que sobre ella corresponden á los puntos de cota 
entera del perfil. 

Tírenselas trazas P, P', P" de los planos secantes de cota 
entera, y proyéctense sobre la traza M sus intersecciones con 
la curva T. 

Si esta traza fuese una curva ^2^ A (fig. 101), se obte^dria-ca- 
da punto, b por ejemplo, dividiendo a' V (fig. .102) en un núme- 
ro de partes de magnitud tal,, que llevadas á la curva, cada una 
de ellas se confundiese sensiblemente con el elemento corres- 
pondiente de la misma. / 

El mismo procedimiento se seguiría para los elementos cur- 
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Tüineos^de la trázií^ cuando esta fuese una linea mista; 

Si se tuviesen las trazas de otros perfiles también' dados, se 
determinaar^an del niiámo modo las proyecciol^ies de cota entera 
córreepondientea. Uniendo después poí" curvas continuas las 
proyecciones de igual cota que resulten, se tendrán las curvas 
de nivel que determinan la superficie. 

128* Cuando la equidistancia de las curvas es diferente de 
un metros se resuelve del mi^mo modo el problema de que rios 
acabamos de ocupar, teniendo en cuenta, que lo que hemos di- 
fcho para las. cotas enteras, se refiere en el caso general á las 
qiaeson múltiplas de la equidistancia. Si esta fuese de Smetrofe, 
por ejemplo, solo tendríamos en cuenta las cotas o, 5, 10, 15.... 
129. Dadas las proyecciones acotadas de varios puntos^ que 
pertenecen a una superficie, trazar las curvas de nivel que la 
representan: ' 

Únanse las proyecciones dadas (fig. 113) por toedio de rec^ 
tas, cuyas escalan de pendiente se hallarán (30), y uniendo por 
curvas continuas los puntois que resulten de igual cota, se ten- 
drá completamente determinada la superficie. ' 

La lín^ ABC Dpuede ser también el resultado dé núper- 
fil longitudinal, compuesto de los perfiles tomados 'sobre la su- 
perficie, según las trazas ^ ^, B C... (1^7) f de perfiles tHís^ 
versales tomados á derecha é izquierdade los puntos A, B, C^ D. 

La ünea A B G D se llama entonces base de operaciones. 

.En la (fig. 104) los perfiles parten de un mismo punto que 
es el mas elevado, y siguen la dirección de las líneas que mejor 
caracterizan la superficie. 
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130. Trazar un plano tangente á una superficie doM S '(fi- 
gura 106) de^ un punto dado ih de ella. 

Según la generación de la superficie (107) , el plano tangen- 
te tendrá común con ella la generatriz (2" — 3") de la zona éh 
que se ñalla comprendido el punto dado y que pasa por este 

7 
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püato. El plano tangente paaará. además par la tangente 
(3" —3,) en el pié 3" 4e la nonnah 

.. Esta tangente será unfi J^orizontal del plano que se pide, 
cuya escala de pendiente se obtendrá por la recta acotada 

La superficie propuesta^ convexa, en sentido horizontal, lo 
es también en sentido vertical, y por lo tanto inferior al pia- 
no tangente, pues bajandoi á partir de la generatriz decou-r 
tacto,, la pendiente de la superficie va aumentando, y subiendo 
Ja pendiente disminuye, lo cual se vé claramente, trazando el 
perfil (o',' 1', 2'....) de la superficie. y su tangente en la direcw 
clon marcada por la escala de pendiente del ^lano ( 125) . 

131. Por una recta dada R {fig. 105), tirar un plano tan- 
gente á una superficie S. 

Desde cada uno de los puntos de cota entera, se tirará una 
tangente á la curva de la superficie, que tiene igual cota. 

Cada una de estas tangentes^ la (4 — 4,) por ejemplo, de- 
terminará con la recta dada un plano, cuya traza horizontal 
será ( O — O4) , paralela á (4 — 4^). 

El plano cuya traza (O — O,) forma con la parte descenden- 
ti? dé la rectp, dada el menor ángulo a^ será el que forme ei 
menor ángulo con el horizonte, y por consiguiente será tam- 
bién el plano tangente que se pide. 

En efecto, si haciendo centro en el punto 1,, y con un radio 
iguala [1/— 0) se traza una semicircunferencia que corte á 
las trazas délos planos en.í, Cy ¿... las lineas (2,.— 0) (2, — ¿?)... 
«serán las proyecciones de las partes de ünea de máxima pen- 
diente de los planos respectivos. Pero el desnivel de las lineas 

(2/ — ¿) (2,— c) (2,— ¿) es el mismo, pues el extremo 2, es 

común á todas ellas, y los puntos 5, c,^., tienen la cota cero; 
luego la (2' — f ) cuya longitud es mayor, tiene menor pen- 
diente que las otras rectas (2,— í) (2, — <?).. . (105 — 3°), y por 
consiguiente el plano cuya pendiente mide, forma con el ho- 
rizonte un ángulo menor que los demás planos, cuyas pen- 
dientes están medidas ppr (2, — ¿) (2, — í;)...; luego es el plano 
que se pide. 

Las horizontales (O— O,), (O — O,) ^e cpnfnndeíH'en nna sola, 
y el plano toca á la superficie en toda la longitud de Jla gene- 
'ratriz(2:'-"3"). , ......;. • 



APLIOAdON DE LA TK0ílÍADELÁ8.Gimy¿£DE NIVEL ALABEPRESEN- 

TACIOH DElTEERENO. 

132. Cuando a& trata de representar con precisión una por** 
cion de la superficie terrestre, es preciso estudiar detenidar^ 
mente latí inflexiones que presenta, con objetó de elegir de una 
manera coiiveniente los puntos que se han de acotar, 6 laff 
direcciones que deben darse á los perfiles. 

^ Bstudis^ndo separadamente las foi^mas principales que los 
terrenos presentan, consideraremos las siguitentes: 
1.° Cimas. 
2.° Divisorias. 

.3." Talwegs ó arroyadas . - 

4.® Depresiones ó gargantas. 

133. ClMia».-r-Se da el nombre de cma áutia- porción A 
(fig. 106)'maB elevada que el terreno que la rodea, y de forma 
c6nica ma3 ó menos irregular. Es la forma qué afectan los 
cerros y las partes mas elevadas de las moj^úaiías y de. las cor-. 
dilierá^. 

JLas curvas de nivel resultan cerradas. 

Se determinan (129) {fig. 104), acotando ^1 punto mas alto 
y los mas bs^os de la superficie, asi como todos aquellos - ea 
que varia la pendiente del terreno: con lo qvte las rectas que 
han de unir los puntos acotados se confandirán sensiblemente 
con la superficie del mismo. 

134. JBiíwlmo»imm,—Dépisoriae& la intersección D (fig. 106) 
de dos vertientes contiguas P, convexas en sentido horizontal. 

La linea de mínima peadiente^éi^ I/' d" e" (fig. 91) es la di- 
visoria de la superficie convexa S, y las porciones í», % de esta 
puperficie son sud faldas ^ laderas ó f>erúientes . 

Un cuerpo pesado, que se colocase en «, abandonándole 
después á su propio peso, seguiría la. dirección de una déia* 
lineas aeái^e' de máxima pendiente; y una masa liquida se 
dividiría en dos partes, de las que cada una seguirla la direo- 
ciori de una de estas líneas. ' , • 

Por esta razón, la línea de mínima pen^diettte a e"\ cuyos 
puntos todos gozan de la misma propiedad > ha recibido el 
nomlire de ¿inea de sep^éusion^ las Offuas^ 6 mas abneviada- 
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mente el de divisoria de la superficie, y caracteriza la parte 
de ésta, que es cpavexa en sentido horizontal. ,. 

135. Talwe|(^s. — Se da» ^1 nombre de talweg á la intersec- 
ción T (fig^. 106) de dos vertientes contiguas M, cóncavas en 
sentido horizontal. La palabra talweg significa en alemán 
eamino del valle . La linea de: máxima pendiente ab^cd (figu- 
ra 92) es él talweg de la superficie^ 

Todo cuerpo grave, que recorriese las vertientes de la su- 
perficie, iria á parará la: linea ad, por la cual continuaría 
bajando. Esto sucede á las aguas de lluvia, y por tanto á la 
a d se la Uaíma talweg ó ünea de reunión de. las agulas. Esta 
linea caracteriza lá parte cóncava de la superficie. 

Los rios y los arroyos siguen los talwegs de los valles yde 
las cordilleras. 

136. Sien la superficie convexa S (flg. 91), partiéramos 
desde e" hacia las curvas superiores, nos eneontrariamos en 
un caso análogo al de la (fig. 92) yla^^"^ seria una línea de 
mdmma pendiente. Si en la superficie cóncava {fig. 92),' par- 
tiéramos de ¿j^ hacia a,la>da seria, coma en el caso de la (figu: 
ra 91), una línea de mínima pendiente. ' 

De lo que acabamos de exponer se deduce, que las diviso- 
rias son líneas de mínima pendiente ábsvl^ta; perú si se con- 
sideran partiendo de uno de sus puntos situado en una curva, 
hacia las curvas inferiores ó superiores, son líneas de mínima 
pendiente bajando^ y de máxima pendiente subiendo; y los 
talwegs son de un modo análogo, líneas de mámma^ péndieMe 
absoluta^ y relativamente, líneas de máxima pendiente ba- 
jando, y de mínima pendiente subieMo. Esta propiedad siíve 
para determinarlas en la práctica. 

137. Ctargantas ó depreHloneñ.-^Q-arganta 6 depre-- 
sión se llama á todo punto Gr^ (fig. 106), que e$ ala vez el mas 
bajo del perfil de la superficie en sentido de la divisoria D I>', 
y el mas alta del perfil de la misma síiperfieie, según la direc- 
triz T T' de los taiwegis. 

138. Reasumiendo lo que llevamos; dicho acerca del modo 
de rejpresentar el terreno por curvas de nivet, reisulta que de^ 
bemos acotar: '^ 

1¿^ Las divisorias. 

2."* Lo& talwegs. ; : ' ; ^ 

• 3.^. Todas aquellaáf líneas que pueden contribuir á carácter 
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rizar el terreno, y que se determinan por las direcciones se- 
gún las cuales tiene lugar algún cambio notable en la forma 
déla superficie: los ríos. y los arroyos entran como ya hemos 
dicho en la clase de los talwegs, y conviene determinar en sus 
orillas las proyecciones y las cotas de los puntos mas nota- 
bles: también deben fijarse las de algunos puntos en los ca- 
minos que crucen el terreno, que se trata -de representar. 

Es preciso determinar todas las lineas, acotando cuidado- 
samente los puntos en que la pendiente cambie de intensidad. 
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